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解析 几何 是 高 等 院 校 数 学 各 专业 的 一 门 主要 基础 课 . 它 运用 代数 方法 研究 几 
何 图 形 , 把 数学 的 两 个 基本 对 象 一 一 形 与 数 有 机 地 联系 起 来 ,对 数学 的 发 展 发 挥 了 
重要 的 推动 作用 . 它 的 思想 方法 与 几何 直观 性 可 为 许多 抽象 的 、 高 维 的 数学 问题 提 
供 形 象 的 几何 模型 与 背景 . 

为 适应 21 世纪 高 素质 人 才 培 养 的 需要 ,本 教材 编写 有 如 下 几 点 考虑 : 

首先 ,教材 内 容 力求 体现 经 典 解析 几何 的 现代 教学 . 在 教材 整体 上 ,注意 突出 
解析 几何 的 基本 思想 方法 ,强调 形 数 结合 ,努力 将 形象 思维 与 抽象 思维 相 结合 , 直 
觉 与 逻辑 相 结合 .考虑 到 几何 学 对 数学 其 他 分 支 的 渗透 ,数学 科学 发 展 走 向 综合 这 
一 大 趋势 ,本 教材 努力 体现 数学 的 统一 性 .在 处 理 几何 与 代数 的 关系 上 ,一 方面 代 
数 为 研究 几何 问题 提供 有 效 的 方法 , 另 一 方面 几何 可 以 为 抽象 的 代数 概念 与 方法 
提供 形象 的 几何 模型 与 背景 ,两 者 相辅相成 ,相互 为 用 .本 书 从 内 容 上 说 已 不 单 是 
严格 意义 上 的 空间 解析 几何 ,还 包含 仿 射 几何 的 内 容 , 但 两 者 是 有 机 联系 的 ,以 仿 
射 几何 为 主线 贯穿 本 书 始终 ,度量 几何 为 其 特殊 情形 . 

其 次 ,在 教材 内 容 呈 现 上 ,注意 展现 数学 知识 的 发 生 过 程 以 及 数学 问题 解决 的 
思维 过 程 .本 书 对 一 些 比较 重要 的 概念 注意 交代 实际 背景 .新 结果 ,新 方法 的 介绍 ， 
新 理论 的 建立 力求 引信 自然 ,试图 与 读者 一 起 以 “研究 者 "的 姿态 去 恰当 地 提出 间 
题 ,通过 分 析 寻 找 解 决 问题 的 方法 . 

再 次 ,本 书 作为 一 门 基础 课 教 材 , 尽 可 能 发 挥 它 应 有 的 教育 功能 .解析 几何 在 
训练 学 生 思维 ,树立 与 培养 创新 意识 ,提高 空间 想象 能 力 和 获取 新 知识 能 力 等 数学 
素质 方面 有 其 独特 的 作用 ,本 书 努 力 在 这 方面 进行 探索 . 

本 书 前 3 章 介绍 坐标 法 与 向 量 法 ,并 将 这 两 种 方法 相 结合 讨论 空间 中 的 平面 
与 直线 ,以 及 柱 面 、 锥 面 和 旋转 曲面 .而 对 椭 球 面 等 五 种 标准 方程 ,为 分 析 它 们 所 表 
示 的 曲面 几何 形状 , 除 应 用 对 称 性 及 空间 的 伸缩 变换 外 ,更 主要 的 是 采用 平行 截 割 
法 .通过 对 一 组 平行 截 线 的 形状 变化 去 想象 空间 曲面 的 整体 形状 ,例如 测绘 工作 者 
绘制 等 高 线 地 形 图 便 用 到 这 一 方法 .第 4 章 介 绍 坐 标 变换 法 ,并 用 它 讨论 一 般 二 次 
曲面 及 二 次 曲线 方程 的 化 简 .而 由 一 般 二 次 曲线 或 二 次 曲面 的 方程 系数 算出 的 正 
交 不 变量 可 识别 二 次 曲线 或 二 次 曲面 的 类 型 . 在 现代 数学 ,特别 是 拓扑 与 几何 中 各 
种 类 型 的 不 变量 得 到 了 深刻 的 发 展 , 因 此 读者 应 好 好 领会 不 变量 这 一 重要 的 几何 
思想 . 本章 讨论 引入 了 甜 阵 这 一 代数 工具 ,这 部 分 计算 有 时 显得 元 长 ,学 习 时 应 着 
眼 于 问题 的 提出 与 解决 的 思路 ,而 不 要 受 元 长 的 计算 与 论证 所 困 . 第 5 章 介 绍 两 种 
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重要 的 点 变换 : 正 交 变换 与 仿 射 变换 ,这 是 仿 射 几何 学 的 核心 内 容 .这 一 章 引 入 图 
形 的 度量 等 价 与 仿 射 等 价 ,以 及 度量 性 质 、 仿 射 性 质 等 概念 ,并 提出 几何 学 的 分 类 ， 
使 读者 能 在 较 高 的 层面 上 理解 几何 学 . 书 中 的 许多 例题 供 教师 习作 课 选 用 ,好 些 例 
题 与 习题 给 出 不 止 一 种 求解 方法 ,一 方面 提高 学 生 学 习 兴 趣 , 激 发 创新 意识 , 另 一 
方面 也 能 启迪 学 生 思维 ,便于 课堂 讨论 , 师 生 互 动 .希望 打开 思路 ,不 受 书 中 解法 约 
束 , 勤 动脑 多 动手 ,提高 思维 的 灵活 性 . 

本 教材 供 64 学 时 教学 用 . 如 果 学 时 不 足 ,以 下 两 种 选择 可 供 参 考 :一 是 讲 本 书 
前 4 章 , 这 一 安排 适合 后 继 课 开设 “高 等 几何 ”的 学 校 ; 再 有 就 是 讲 本 书 前 3 章 及 第 
4 章 的 4.1 节 、4.8 节 , 而 对 二 次 曲面 化 简 及 分 类 仅 作 简要 介绍 ,然后 讲 第 5 章 前 4 
节 . 使 用 本 教材 的 学 校 可 以 根据 具体 情况 由 任课 老师 决定 教学 内 容 的 取舍 . 

本 书 是 在 编者 与 郭 瑞 芝 合 编 《 空 间 解 析 几 何 ) 一 书 基础 上 修改 加 工 而 成 .编写 
中 参考 了 许多 同类 教材 , 特 向 这 些 作者 致谢 . 本 书 作为 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 
级 规划 教材 ,得 到 中 南大 学 数学 科学 与 计算 技术 学 院 的 支持 和 资助 , 特 表 谢意 . 邻 
建成 教授 仔细 审阅 了 书稿 并 提出 许多 好 的 意见 , 何 伟 博士 给 予 不 少 帮助 ,本 人 表示 
感谢 . 对 许多 同行 给 予 的 鼓励 ,支持 和 帮助 ,在 此 一 并 表示 感谢 . 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 仍 有 许多 不 足 之 处 ,也 难免 出 现 一 些 错误 ,请 大 家 批 
评 指正 . 


李 养 成 
2007 年 4 月 于 中 南大 学 
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第 1 章 向 量 代 数 


解析 几何 是 用 代数 方法 来 研究 几何 图 形 的. 为 了 把 代数 运算 引进 到 几何 中 来 ， 
我 们 首先 在 空间 引进 向 量 及 其 线性 运算 ,用 有 向 线段 作为 向 量 的 几何 表示 ,并且 通 
过 向 量 来 建立 坐标 系 . 在 空间 坐标 系 中 ,不 仅 给 向 量 引进 坐标 ,也 给 点 引进 坐标 ,而 
且 向 量 的 运算 可 以 归结 为 数 的 运算 .这 样 一 来 ,几何 图 形 可 以 用 方程 来 表示 ,并 通 
过 方程 来 进一步 研究 图 形 的 性 质 ,因此 坐标 方法 是 解析 几何 中 的 最 基本 方法 .而 利 
用 向 量 的 运算 来 研究 图 形 性 质 的 方法 叫做 向 量 法 .这 种 方法 的 优点 在 于 比较 直观 ， 
有 时 可 使 某 些 几何 问题 能 简捷 地 得 到 解决 ,并 且 它 在 力学 、 物 理学 中 也 有 重要 应 
用 .本 章 系统 地 介绍 向 量 代数 的 基本 知识 ,并 把 向 量 法 与 坐标 法 结合 起 来 使 用 , 解 
决 某 些 几何 问题 ,为 以 后 各 章 的 学 习 提 供 必 要 的 代数 准备 ,因此 可 以 说 ,本 章 内 容 
是 学 习 解 析 几 何 的 基础 知识 . 


1.1 向 量 及 其 线性 运算 
1.1.1 向 量 的 概念 


人 们 在 工作 与 生活 中 ,经 常会 遇 到 许多 的 量 , 像 温度 .时 间 ,长度 ,面积 ,体积 等 
这 些 量 在 规定 了 单位 后 ,都 可 以 用 一 个 实数 来 表示 .我 们 把 这 种 只 有 大 小 的 量 叫 做 
数量 (或 标量 ) .但 是 还 存在 另外 一 些 量 , 例 如 位 移 \ 力 .速度 ,加 速度 等 ,它们 的 共同 
点 是 不 仅 有 大 小 而 且 有 方向 .通常 把 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 向 量 (或 矢量 ) .在 
几何 上 ,我 们 采用 有 向 线段 这 一 最 简单 的 几何 图 形 来 表示 向 量 . 

”给 定 空间 一 线段 ,如 取 它 的 一 个 端点 作为 起 点 , 另 一 端点 
为 终点 ,并 规定 由 起 点 指向 终点 为 线段 的 方向 ,这 样 确定 了 方 
向 的 线段 叫做 有 向 线段 .用 有 向 线段 表示 向 量 , 有 向 线段 的 起 / 

点 与 终点 分 别称 为 向 量 的 起 点 与 终点 ,向 量 的 方向 是 由 有 向 线 
段 的 起 点 指向 终点 ,向 量 的 大 小 用 有 向 线段 的 长 度 表示 , 称 为 
向 量 的 模 或 长 度 .起 点 是 A ,终点 是 B 的 向 量 记 作 A 志 (图 1.1)， 图 1.1 
或 用 黑体 字母 a 表示 , 它 的 长 度 记 为 |A 志 | 或 1a|. 

模 等 于 1 的 向 量 叫 做 单位 向 量 . 模 等 于 0 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 作 0. 零 向 量 
的 方向 不 定 .不 是 零 向 量 的 向 量 叫 非 零 向 量 . 与 非 零 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 记 
为 @a". 

两 个 向 量 a 与 5 , 若 它们 的 方向 相同 且 模 相等 , 则 称 为 相等 的 向 量 (图 1.2) , 记 
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为 a=b. 男 外 ,规定 所 有 的 零 向 量 都 相等 . 因此 两 
a 个 向 量 是 否 相 等 与 它们 的 起 点 无 关 , 今 后 运用 的 正 
”是 这 种 起 点 可 以 任意 选取 ,只 由 模 和 方向 决定 的 向 


g 量 ,这 样 的 向 量 通常 叫做 自由 向 量 .也 就 是 说 ,自由 
图 1.2 向 量 可 以 任意 平行 移动 ,移动 后 的 向 量 仍然 是 原来 

的 向 量 . 

两 个 向 量 , 若 它们 的 模 相 等 ,但 方向 相反 , 则 叫做 互 为 反 向 量 .向 量 a 的 反 向 
量 记 为 - a. 显然 有 A= -BZA. 

一 组 非 零 向 量 若 用 同一 起 点 的 有 向 线段 表示 后 ,它们 在 一 条 直线 (一 个 平面 ) 
上 , 则 这 组 向 量 叫做 共 线 ( 共 面 ) 的 .另外 规定 零 向 量 与 任何 共 线 ( 共 面 ) 的 向 量 组 共 
线 ( 共 面 ). 

若 向 量 a 与 b 共 线 , 则 记 为 a/b. 显 然 , 任 意 两 个 向 量 一 定 共 面 ,三 个 向 量 中 
有 两 个 共 线 则 这 三 个 向 量 共 面 .又 共 线 的 向 量 组 必 共 面 . 


1.1.2 向 量 的 加 法 


联系 物理 学 中 力 .速度 .位 移 的 合成 ,例如 接连 作 两 次 位 移 A 记 和 有 的 效果 是 
作 了 位 移 AC( 图 1.3), 由 此 可 抽象 出 两 个 向 量 的 加 法 运算 定义 . 
定义 1.1.1 对 于 向 量 a,b, 作 有 向 线段 AB= a,BCE=b, 把 AC 表 示 的 向 量 c 
称 为 a 与 b 的 和 , 记 为 c=a+b( 图 1.4), 即 
AB+FBC=AC, 
由 这 一 公式 表示 的 向 量 加 法 法 则 称 为 三 角形 法 则 . 
C 
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图 1.3 图 1.4 


注 ”对 于 不 共 线 向 量 a ,b , 若 以 空间 中 任意 点 O B C 
为 起 点 , 作 OA =a,OB=b, 再 以 OA 和 OB 为 邻 边 作  ， 
平行 四 边 形 OACB, 则 对 角 线 向 量 CC 也 表示 向 量 a 
与 的 和 c( 图 1.5) ,这 称 为 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 0 a 4 
则 . 图 1.5 
定理 1.1.1 问 量 的 加 法 满足 下 面 的 运算 规律 : 
(1) 结合 律 (a+6b)tc=at(bt+ce); 
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(2) 交换 律 atb=b+a; 

(3)a+0=a; 

(4)at+(—-a)=0. 
其 中 a ,b,c 为 任意 向 量 . 

证 明 (1) 自 空间 任意 点 O 为 起 点 ,依次 作 GA =a,A=b,BCE=c( 图 1.6)， 
则 a+t+b=O0B,b+t+c=AC, 于 是 (a+b)+c=OB+BC=OC,at+(b+c)=OA 
+AC=CCE, 所 以 

(atb)t+c=at(bt+c). 

(2),(3),(4) 留 给 读者 证 明 . 

由 于 向 量 的 加 法 满足 结合 律 与 交换 律 ,所 以 三 个 向 量 ae ,b,c 相 加 ,不 论 它 们 
的 先后 顺序 与 结合 顺序 如 何 , 它 们 的 和 总 是 相同 的 ,因此 可 将 和 写成 a+ b+c. 推 
广 到 任意 有 限 个 情形 , 记 向 量 a1,… ,a 的 和 为 ai + az+…+an, 它 可 以 依 下 列 方 
法 求 得 :自任 意 点 O 开始 ,依次 引 @A = ol ,AiA2 = az ,XIA = a, ,由 此 得 
到 一 折线 OA1A2…A( 图 1.7) ,那么 向 量 OA, = a 就 是 ”个 向 量 ai ,az，…,a, 的 
和 : 


a=ayt+a2t+.……+a,, 


即 
GOA =OA, +AiA,+ By + A,-1A,. 
C 
OO B 
9 ; 0O 2&=UI+C2 二 … 十 0 4 
A 
图 1.6 图 1.7 
定义 1.1.2 向 量 a 与 2 的 差 , 记 为 a 一 b, 定 义 为 向 量 B 
a 加 上 bb 的 反 向 量 , 即 <“、 
a-b=at+(—b). y & 
车 a,b 分 别 用 同一 起 点 的 有 向 线段 OA ,OB 表示 (图 ly 
1.8), 则 


a-b-OA_ TB-BA. 图 1.8 
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显然 我 们 有 
(a—-b)+b=a. 
由 此 可 见 , 向 量 的 减法 是 作为 加 法 的 逆 运 算 来 定义 的 . 


根据 向 量 加 法 (含有 减法 ) 的 三 角形 法 则 以 及 三 角形 三 边 之 间 的 关系 ,容易 知 
道 下 述 关系 式 是 成 立 的 , 即 对 于 任意 向 量 a,b, 有 
lat+bl<lal+lb|l, la-b|l<lal+l1bl, 
la+bl 之 lal -1b|, la-bl 之 la| -|b|. 
问题 从 向 量 的 减法 定义 能 否 得 出 向 量 等 式 的 移 项 法 则 ? 例如 由 等 式 ae + 了 + 
c=4d 得 出 a+b=4d--c, 请 说 明理 由 . 
例 1.1.1 用 向 量 法 证 明 : 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 
D C 证 明 设 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 和 BD 


2 互相 平分 于 点 O( 图 1.9), 则 26= OC,DO=08， 
-一 人 于 是 
B 


AB=AO +O0B= OC +DO=5De. 
图 1.9 由 此 可 见 ,A 户 NTFE 且 14| = 17E| ,因此 四 边 形 
ABCD 是 平行 四 边 形 . 
1.1.3 数 乘 向 量 


从 著名 的 牛顿 第 二 定律 
f=ma 
看 出 ,需要 考虑 数 与 向 量 的 乘法 运算 ,这 里 f 表示 力 ,a 表示 加 速度 ,m 表示 质量 . 
定义 1.1.3 实数 4 与 向 量 a 的 乘积 Xa 是 一 


4>0 A<0 
个 向 量 , 它 的 模 为 | Xa | = 1X1|a|;4a 的 方向 , 当 2 和 
A>0 时 与 a 相同 , 当 A4<0 时 与 a 相反 (图 1.10)， 。 
当 X=0 时 ,Xa = 0. 我们 把 这 种 运算 称 为 数 乘 向 


量 . 
由 定义 立即 得 到 ,ha 与 a 是 共 线 向 量 . 特别 ， ly 
(一 1)a= 一 a. 记 与 非 零 向 量 a 同方 向 的 单位 向 量 为 a , 则 有 a=|ala*, 旦 
a =1al2， 
这 说 明 非 零 向 量 a 乘 以 它 的 模 的 倒数 , 便 得 到 与 它 同方 向 的 单位 向 量 a*, 简 称 为 
把 a 单位 化 . 


定理 1.1.2 数 与 向 量 的 乘法 满足 如 下 的 规律 ; 
(1) l1:a=a; 
(2) 结合 律 (pa)=(AM)ai 
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(3) 第 一 分 配 律 (A+jy)a=Nhat+ya; 
(4) 第 二 分 配 律 A(a+b)=4a+24b. 
这 里 a,b 为 任意 向 量 ,4 ,yx 为 任意 实数 . 
证 明 (1) 与 (2) 可 以 根据 定义 1.1.3 直接 验证 . 
(3) 如 果 a =0 或 4,4,4+ jy 中 有 一 个 为 0, 那 么 等 式 显然 成 立 .下 面 设 ae 天 
0,A4A0 A+pA0. 
@ 若 A>0, 则 4+y 与 4,y 都 同 号 ,于 是 (+ py)a,ha ,pa 同 向 ,并 且 
IQtp)al=|IAtwllal=(laAl+lxl)lal=|allal+|yllal 
=|aAal+|pal=|Aa+ al, 
所 以 有 
(A+p)a=Aat+ pa. 
@ 若 入 <0, 不 失 一 般 性 ,可 设 和 >0,p<0. 再 区 分 A4+jyx>0 和 4+jy<0 两 
种 情形 .下 面 就 前 一 种 情形 证 明 , 后 一 种 情形 可 相仿 证 明 . 现 假设 4>0, p<0,4+ 
4>>0, 这 时 一 yx >0. 据 有 
(At+py)at(—p)a=[(A+p)+(-p)Ja= Na, 
所 以 
(At+py)a=aAa—(— py)a=Ahat+ a. 
(4) 如 果 A4=0 或 a,b 中 有 一 个 为 0, 则 等 式 显然 成 立 .下 设 4 关 0,a 关 0,b 去 0. 
QD 车 a,b 共 线 , 则 存在 实数 m 使 得 a = mb( 请 读者 补 述 理由 ). 于 是 
Al(at+b)=A(mb+b)=A[(m+1)b]=[A(m +1)]b 
=(Am+A)b=(Am)b+Ab=A(mb)+Ab 
=Aa+Ab. 
@) 若 a,b 不 共 线 , 则 由 a,b 为 两 边 构成 的 人 OAB 与 由 Ma ,pb 为 两 边 构成 的 
和信 OCD 相似 (图 1.11) ,因此 对 应 的 第 三 边 所 成 的 向 量 满足 ^ OB = O05. 但 是 06 
=a+6b,OP=Aa+Ab, 所 以 


Oa Ala 


(1> 0) 


图 1.11 
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A(at+b)=Aa+Ab. 


由 定理 1.1.1 和 定理 1.1.2 知 ,向 量 的 加 法 以 及 数 与 向 量 的 乘法 可 以 像 实数 
及 多 项 式 那 样 去 进行 运算 . 


常见 错误 之 一 :“ 设 a= Xb(b 承 0), 则 4 = 于 ”. 试 分 析 错 误 原 因 . 


例 1.1.2 线段 的 定 比分 点 . 
对 于 线段 AB(A 尖 B), 如 果 点 忆 满 足 A 方 = 
和 瑚 , 则 称 点 P 分 线段 AB 成 定 比 4. 当 4>0 时 ,2 
8 ”与 护 同 向 ,点 P 是 线段 AB 内 部 的 点 , 称 P 为 内 分 
点 ; 当 4<0 时 , A 户 与 瑚 反 向 , P 是 线段 AB 外 部 的 
O 点 , 称 P 为 外 分 点 ;A =0 时 ,点 了 与 点 A 重合 .假如 
人 A= -1, 则 有 人 大 = - 瑚 ,人 =0, 与 条 件 A 尖 B 矛 
盾 , 因 此 4 关 一 1. 
设 点 局 分 线段 AB 成 定 比 *(4 关 一 1), 则 对 任意 点 O( 图 1.12), 有 
OA+:0B 
oF= 1+A 
公式 (1.1.1) 称 为 向 量 形式 的 定 比 分 点 公式 . 
事实 上 ,由 A 妨 =X 疡 , 即 05 -OA=X2(08 -0), 得 (1+4)OP=OA+ 
A CO 间 , 故 (1.1.1) 式 成 立 . 
—> 1 


特别 , 若 P 为 线段 AB 的 中 点 (此 时 4=1), 则 OP= 了 (OA + 08), 这 是 线段 


中 扣 公 式 . 
例 1.1.3 A el D C 


分 . 
证 明 设 ABCD 为 平行 四 边 形 , AC 与 BD 的 中 pw 
B 


点 分 别 为 E 和 下 (图 1.13), 则 


—»> 1 —> —> > 图 1.13 
E>AC=7 AB +), 


(1.1.1) 


又 由 中 点 公式 得 
厂 - 了 (大 + 态 )， 
因为 了 = A 方 ,所 以 A 疡 = A, 尼 与 己 重 合 .因而 结论 得 证 . 
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1.1.4 共 线 及 共 面 向 量 的 判定 


向 量 的 加 法 及 数 乘 向 量 统称 为 向 量 的 线性 运算 . 设 a;(i=1,2,…,n) 是 一 组 
向 量 ,k;(i=1,2,…,n) 是 一 组 实数 ,经 线性 运算 得 到 的 向 量 
a=kiailt+ ka2t+ "+ ka, 
叫做 向 量 组 a;(i =1,2,…, nn) 的 一 个 线性 组 合 ,或 说 向 量 a 可 以 用 al ,a,,…, a， 
线性 表示 . 
在 定理 1.1.2(4) 的 证 明 中 曾 说 过 ,着 非 符 向 量 a,b 共 线 , 则 存在 实数 m 使 得 
a = mb .进而 我 们 有 
定理 1.1.3 设 向 量 e 头 0, 则 向 量 + 与 e 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 惟一 的 实数 
4 ,使 得 
r=Ae. (1.1.2) 
证 明 留 给 读者 . 
定理 1.1.4 设 问 量 el ,es 不 共 线 , 则 向 量 r 与 el ,ez 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 
惟一 的 一 对 实数 4 ,y, 使 得 
r= Aelt Ke2. (1.1.3) 
证 明 根据 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 ,充分 性 显然 成 立 .下 证 必要 性 . 
因为 ei ,es 不 共 线 ,所 以 el1 关 0,e2 取 0. 现 假 定 r 与 e1,es 共 面 ,我 们 首先 证 明 
存在 实数 A,y 使 得 (1.1.3) 式 成 立 . 
(1) 若 r 与 el( 或 e)) 共 线 , 则 依 定理 1.1.3, 有 = Mel + pez, 其 中 =0( 或 ) 
=0); 
(2) 震 r 与 el ,e2 都 不 共 线 , 则 将 六 /Ciy，C2 平移 至 
， 同 一 起 点 O ,并 设 6 芭 =e(i=1,2),C 让 =r. 过 点 P 分 3 P 
别 作 OFE2, OF! 的 平行 线 交 el 62 所 在 的 直线 于 A,B 站 
两 点 (图 1.14). 据 定理 1.1.3, 可 设 e, 
OA = Xel， OB = ye;. 大 "4 
于 是 
r= OP=OA+0B= Xet+ ye. 图 1.14 
其 次 证 明 使 得 (1.1.3) 成 立 的 实数 4,y 是 惟一 的 . 
假设 
r=Aheit+ pe2=Ae1t pe2, 
那么 (A 一 A )e1+ (py 一 )es=0. 若 A 关 X, 则 el= -人 一作 ez, 这 与 el, e2 不 共 线 


蔬 盾 ,因此 和 = 人 . 同 理 可 证 y=. 
定理 1.1.5 设 向 量 ej ,e;,es 不 共 面 , 则 对 空间 任意 向 量 7 ,存在 惟一 的 实数 
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组 (A ,y,v), 使 得 


r= Aelt pe2 十 ves. 

证 明 ”首先 证 存在 性 .因为 el ,ez,e3 不 共 面 ,所 以 e; 关 0(i =1,2,3) ,并 且 它 
们 彼此 不 共 线 . 

如 果 > 和 eli,ez,es 之 中 的 某 两 个 向 量 共 面 , 例 如 r 与 el,ez 共 面 ,那么 依 定理 
1.1.4, 有 r= hel+ Hez+0.e3. 

如 果 rr 和 el ,es,e3 之 中 的 任何 两 个 向 量 都 不 共 面 ,那么 将 它们 平移 至 同一 起 
点 O, 并 设 O 包 =e(i=1,2,3),O=r. 过 点 PP 作 直 线 与 OF; 平行 , 且 与 OEi， 
OE, 决定 的 平面 交 于 N (图 1.15). 现 ON 与 el,e, 共 面 , 据 定理 1.1.4, 存 在 实数 
A,L 使 得 i 

ON = AMel + pe2. 
P 


AS 


又 MN 户 // es, 据 定理 1.1.3, 存 在 实数 v 使 得 


NP = ve;. 


E; 


于 是 
r= OP=ON + NP = )ei + pe2 + ve3. 

惟一 性 可 仿照 定理 1.1.4 中 的 证 明 写 出 , 留 给 读者 . 

定义 1.1.4 对 于 ”个 向 量 ai ,az,，……,an, 如 果 存 在 不 全 为 零 的 ” 个 实数 1， 
k2，… ,kk, ,使 得 

kialt+ kat+.…+kan=0 (nn 之 1), 
我 们 说 向 量 al ,az,…，,an 是 线性 相关 . 若 上 式 只 有 在 Ri = 2 =…=A=0 时 才 成 
立 , 则 称 向 量 al ,az,… ,a, 是 线性 无 关 . 

命题 1.1.1 两 个 向 量 a,b 共 线 的 充 要 条 件 是 a ,2 线性 相关 . 

证 明 必要 人 性 . 设 a,b 共 线 , 若 其 中 有 一 个 为 零 向 量 ,不 妨 设 ae=0, 则 1a + 
0b=0; 若 a 关 0,b 关 0, 则 由 定理 1.1.3 知 , a =265, 1:a+( 一 4)b=0 ,因此 a,b 
线性 相关 . 

充分 性 .a ,b 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 0 的 实数 ,i 使 得 
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ka+ lb=0, 

不 妨 设 头 0, 则 有 a = - -5 ,因此 a,b 共 线 . 

命题 1.1.2 三 向 量 a ,b,c 共 面 (不 共 面 ) 的 充 4 
要 条 件 是 a ,b,c 线性 相关 (线性 无 关 ). 

命题 1.1.3 空间 中 任意 四 个 向 量 总 是 线性 相 F E 
关 . 

以 上 二 命题 的 证 明 留 给 读者 . 

例 1.1.4 用 向 量 法 证 明 : 三 角形 ABC 的 三 条 
中 线 相 交 于 一 点 . 图 1.16 

证 明 设 人 ABC 的 两 条 中 线 AD 与 BE 相交 于 
点 M. 要 证 第 三 条 中 线 CF 经 过 点 M ,只 需 证 CM = 
上 CE(k 为 某 一 实数 ) 即 可 (图 1.16). 

因 AM 与 4 方 共 线 , BM 与 娘 共 线 . 故 可 设 AM = 1 AD,BM = 了 琵 , 其 中 实数 
入 ,HK 满足 0< ,<1. 


T= +) -I+ (2 -1)26, 


又 
CM=B+BM= (AB -AC)+yBE=AB-AC+ (AFE-AB) 


=(1- /2B+ (全 -1 
故 
(会 +- 车 + -1)AC=0. 
由 于 AB 与 AC 线 性 无 关 , 因 此 人 +p-1=0,4 -=0, 解 得 === 所 .于 是 C 防 一 
了 7 太 - 全 XC. 而 这 =-M= 了 大 -7 达 , 易 见 


= 40, 
因此 人 ABC 的 三 条 中 线 相交 于 点 MM. 
习 题 1.1 


1. 设 ABCD - EFGH 是 一 个 平行 六 面体 ,在 下 列 各 对 向 量 中 , 找 出 相等 的 向 量 和 互 为 反 向 
量 的 向 量 : 
(1)28,CH ;22E ,CE,3)AC, EB;(4) aD ,GF,(s)BE, cE. 
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2. 在 平行 六 面体 ABCD - EFGH 中 , 令 负 =a, 太 =b, 入 =6, 试 用 a,b,c 表示 向 量 AC， 
六 ,中 ,DE. 

3. 要 使 下 列 各 式 成 立 , 向 量 a,b 应 满足 什么 条 件 ? 

(1) la+b|=|al+|1b|; (2) la+b|=|lal—-1bl; 

(3) la-b|=1b| -lal; (4) la—b|l=|al+|b|; 

(5) la+b|=|la—bl. 

4. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 边 BC 和 CD 的 中 点 分 别 为 K 和 上 . 设 AR=k,A 外 =1, 求 可 

5. 设 向 量 el,e; 不 共 线 ,A= el + ey,BE=3ei+7e,,C 访 =2e -2e .证明 :4A,B,D 三 点 
共 线 . 

6. 设 向 量 a,b 不 共 线 ,A 妨 =a+2b, 记 = 一 4a 一 b, 人 = 一 5a 一 35, 证 明 四 边 形 ABCD 
为 梯形 . 

7. 设 工 ,M,N 分 别 为 人 ABC 三 边 BC,CA,AB 的 中 点 ,证 明 :三 中 线 向 量 和 ,BM,CN 可 
以 构成 一 个 三 角形 . 

8. 设 a,b,c 为 任意 向 量 ,A,y,v 为 任意 实数 ,证 明 向 量 Xa pb,wb 一 Ac ,px 一 wa 共 面 . 

9. 设 M 为 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 的 交点 ,证 明 : 对 任意 一 点 O, 有 

OA+OB+CO+OP=4OM. 
10. 设 空间 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 和 BD 的 中 点 分 别 是 M 和 NN, 证 明 : 
AB+CB+ AP+ C=4 MN 

11. 在 人 ABC 中 ,点 M,N 为 AB 边 上 的 三 等 分 点 . 设 C=a, 届 =b, 求 向 量 CMY,CN 对 a， 
b 的 分 解 式 . 

12. 设 AL 是 入 ABC 中 角 A 的 平分 线 , 其 中 工 为 角 平 分 线 与 BC 边 的 交点 . 记 让 =c, 太 = 
4, 将 向 量 AF 分 解 为 b,c 的 线性 组 合 . 

13. 用 向 量 法 证 明 梯 形 两 腰 中 点 连 线 平行 于 上 、 下 两 底 边 并 且 等 于 它们 长 度 和 的 一 半 . 

14. 证 明和 定理 1.1.3. 

15. 试 证 三 点 A,B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 : 存在 不 全 为 堆 的 实数 4， yyY, 使 得 

AOA+yOB+yOE=0, A+py+y=0, 

其 中 O 是 任意 取 定 的 一 点 . 

16. 设 A,B,C 是 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 , 则 点 M 在 A,B,C 确定 的 平面 上 的 充 要 条 件 
是 :存在 实数 A ,yx,v, 使 得 

OM=A0A+1O0B+vOC, A+py+y=1, 

其 中 O 是 任意 取 定 的 一 点 . 

17. 设 O 是 正 ” 边 形 A,A…A, 的 中 心 ,证 明 : 

OA + OA;+ OA;+.…+OA.=0. 


1.2 标 架 与 坐标 


定理 1.1.3、 定 理 1.1.4 及 定理 1.1.5 为 我 们 在 直线 上 、 平 面 内 以 及 空间 中 引 


1.2 标 架 与 坐标 .11。 


和信 标 架 与 坐标 提供 了 理论 依据 .本 节 不 仅 给 向 量 引进 坐标 ,同时 也 给 点 引进 坐标 ， 
以 便 把 向 量 法 与 坐标 法 结合 起 来 使 用 .我 们 着 重 在 空间 中 讨论 . 


1.2.1 标 架 , 向 量 与 点 的 坐标 


空间 中 任意 三 个 有 序 的 不 共 面 向 量 eli,ez, es 称 为 空间 中 的 一 组 基 . 根据 定理 
1.1.5, 任 意 空间 向 量 rz 可 以 用 ei ,es,es 线性 表示 ,并 且 这 种 表示 是 惟一 的 , 即 


r= Xelt ye2 + ze3, 


其 中 z,y,z 是 惟一 的 一 组 有 序 实 数 .我 们 把 有 序 的 三 实数 组 (z,y, < ) 称 为 向 量 r 
在 基 el ,ez,e3s 下 的 坐标 或 分 量 , 记 为 >=(z,y,z). 

定义 1.2.1 空间 中 一 个 点 O 和 一 组 基 ei ,ez,es3 合 在 一 起 叫做 空间 的 一 个 
仿 射 标 架 或 仿 射 坐标 系 , 简 称 为 标 架 , 记 作 |O; el,es,e3} ,其 中 O 称 为 原点 ,el， 
£2,23 叫做 坐标 向 量 . 

现在 对 空间 中 的 点 引入 坐标 .空间 中 任意 点 P 与 向 量 GE 一 一 对 应 , C 疡 叫做 
点 P 的 位 置 向 量 或 向 径 .位置 向 量 G 广 在 基 el ,ez,es 下 的 坐标 称 为 点 卫 在 仿 射 坐 
标 系 10;el,ez,es| 中 的 坐标 . 若 C 记 = (z,y,z), 则 点 P 的 坐标 记 为 P(z ,y,z). 因 
此 在 |O;el,e2,e3l 中 ,点 P 的 坐标 为 (z ,y,z) 纺 OF = Tel1 + ye2 + ze3. 

以 后 将 空间 中 任意 向 量 r 在 基 el,e;,es 下 的 坐标 也 称 为 r 在 仿 射 标 架 | O; 
e1, e223 中 的 坐标 . 

空间 中 取 定 一 个 标 架 后 , 由 定理 1.1.5 
知 ,空间 中 全 体 向 量 的 集合 与 全 体 有 序 三 实数 
组 的 集合 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 ;并 且 通 过 
位 置 向 量 ,所 有 空间 点 组 成 的 集合 与 全 体 有 序 
三 实数 组 的 集合 之 间 也 建立 了 一 一 对 应 . 

设 {1Ojei,ez,e3} 为 空间 的 一 个 标 架 .过 
原点 O 分 别 以 €1, €2, 3 为 方向 的 有 向 直线 
分 别称 为 zx 轴 、y 轴 和 > 轴 , 统 称 为 坐标 轴 . 
由 每 两 条 坐标 轴 所 确定 的 平面 叫做 坐标 平 
面 ,它们 分 别 是 zOy 平面 , yOz 平面 , zxOz 平 
面 .三 个 坐标 平面 把 空间 分 成 8 个 部 分 , 称 为 
8 个 卦 限 ( 图 1.17). 在 每 个 卦 限 内 ,点 的 坐标 图 1.17 
的 符号 是 不 变 的 . 
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将 右手 四 指 (拇指 除外 ) 从 z 轴 方 向 弯 向 > 轴 方 向 (转角 小 于 180 ) ,如 果 拇 指 
所 指 的 方向 与 z 轴 方 向 在 xOy 平面 同 侧 , 则 称 此 坐标 系 为 右手 系 ,否则 为 左手 系 
(图 1.18). 


图 1.18 


定义 1.2.2 ”如果 el,ez,es 都 是 单位 向 量 ,并 且 两 两 垂直 , 则 {O;el,e,, es 
称 为 笛 卡 儿 直 角 标 架 或 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,简称 为 直角 标 架 与 直角 坐标 系 . 

显然 直角 坐标 系 是 特殊 的 仿 射 坐标 系 .点 (或 向 量 ) 在 直角 坐标 系 下 的 坐标 叫 
做 它 的 直角 坐标 ,在 仿 射 坐标 系 中 的 坐标 叫做 仿 射 坐 标 . 

约定 :空间 直角 坐标 系 中 的 坐标 向 量 el ,ez,es 改写 为 i ,j,k, 并 用 |O;i,j， 
好 来 记 右手 直角 坐标 系 . 

类 似 地 ,可 定义 平面 上 的 仿 射 标 架 和 直角 标 架 等 概念 ,请 读者 参照 上 面 所 写 的 
内 容 自己 补 述 . 


1.2.2 用 坐标 作 向 量 的 运算 


1. 用 向 量 的 分 量 进行 向 量 的 线性 运算 . 
命题 1.2.1 取 定 标 架 |O;el,ez,e31. 对 于 任意 向 量 4a = (ai,as,a3),b = 
(5b1,6b2,b3) 及 任意 实数 入, 有 
(DD) a+b=(a1+b1,a2+b2,4a3+63), 即 两 个 向 量 和 的 坐标 等 于 对 应 学 标 的 
和 ; 
(2) a 一 b=(ai 一 b1,a2 一 5b2,a3 一 0b3), 即 两 个 向 量 差 的 坐标 等 于 对 应 坐标 的 
差 ， 


1.2 标 架 与 坐标 Ee 


(3) Ma = (Xa1 ,has,4ha3), 即 数 乘 向 量 的 坐标 等 于 这 个 数 与 向 量 的 对 应 坐标 的 
积 . 
证 明 (1) a+b=(ai,a2,03)+ (bi1,62,63) 
=(aie1+a2e2+ a3e3) + (bie1+ b2e2 + b3es) 
=(ai1t+bi)e1t+ (as+b2)es + (a+ b3)es, 
所 以 a +b 的 坐标 是 (ai + bi1,az+ 652,a3+b3). 
用 同样 的 方法 可 证 (2) 与 (3). 
2. 用 向 量 的 起 点 和 终点 的 坐标 表示 向 量 的 分 量 . 
命题 1.2.2” 设 向 量 Pi 忆 的 起 点 Pi 与 终点 P 的 坐标 分 别 为 (zl, y1, z1)， 
(zx2,y2,z2), 则 
PiP;= (x2— xz1,y — yi,%2— zi), (1.2.1) 
即 向 量 的 坐标 等 于 其 终点 的 坐标 减 去 其 起 点 的 坐标 . 
证 明 由 Pi(z1,y1,z1), P2( zx2, 2, 22) 和 OP = zie 十 y1e2 十 zi€3, OF, = 
Z2el+ yzez+ z2e3, 根 据 命题 1.2.1(2) ,我 们 有 
PiP;=0OP; -OPi= (zx2- zx1, yy, 22 — z1). 
3. 两 向 量 共 线 ,三 向 量 共 面 的 条 件 . 
命题 1.2.3 在 仿 射 坐标 系 1O;el,e2,es| 中 ,两 个 非 零 向 量 vi (Xi, Yl,21)， 
v2( 义 2, Y,,22) 共 线 的 充 要 条 件 是 对 应 分 量 成 比例 , 即 
X! Y! Zi 
X» YZ 22 
这 里 我 们 约定 : 当 分 母 为 零 时 ,分 子 亦 为 零 . 
证 明 ” 据 定理 1.1.3, 向 量 vi, vz 共 线 的 充 要 条 件 是 其 中 一 个 向 量 可 用 男 一 
个 向 量 来 线性 表示 ,不 妨 设 vi = 4v,, 于 是 
(Xi, Y1,21)=A(X2, Y2,22)= (AX2,AY, ,N22), 
由 此 得 到 XI = MAX2 ,YI = AMY2 ,ZI=AXM2Z2, 所 以 (1.2.2) 式 成 立 . 
推论 1.2.1 三 个 点 A(ziyiyzi), 召 (zzy,y ,zx2) 和 C(zas,ya,z3) 共 线 的 充 
要 条 件 是 


(1.2.2) 


TXT2 Xl 32 V1 2 Zl 

XT3— Xl YY 23 一 2 

命题 1.2.4 在 仿 射 坐标 系 1O; el,e2,e3} 中 ,三 个 非 零 向量 vw;(X;, Y;, 2;) 
(i=1,2;3) 共 面 的 充 要 条 件 是 


(1.2.3) 


Xi Y! Zi 
X2 Y, 2 
X3 Y3 23 


=0. (1.2.4) 
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证 明 据 命题 1.1.2, 三 个 向 量 wl ,wz, vs 共 面 的 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 ， 
即 存在 不 全 为 0 的 实数 A ,y,v 使 得 
Avit+ pv2+ vv3=0. 


由 此 可 得 到 


AY1+yY2+ vY3=0, 

AZ1+ p22+ v23=0, 
这 是 关于 人 ,wy 的 齐 次 线性 方程 组 .该 方程 组 有 非 零 解 ^,y,v 的 充 要 条 件 是 系 
数 行列 式 等 于 0, 即 


| + AX2+ vX3=0, 


X3 Y3 Z3 
推论 1.2.2 4 个 点 Ai(zxi;,yi,zi)(i=1,2,3,4) 共 面 的 充 要 条 件 是 


TX2 XI YY 22™ Zl 


Z3 一 Zi YY zs 一 zi =0 (1.2.5) 
TX4 Xl V4 VY X24 Xl 
或 
rz1 321 zl 1 
2 (1.2.5) 
Z3 3 z3 1 
Z4 X za 1 


4. 线段 的 定 比 分 点 坐标 . 

命题 1.2.5 在 仿 射 坐标 系 {1O; el, e2, es| 中 ,已 知 点 Alzi, yi1, z1) 与 点 
B(zz,yz,z2), 那 么 分 线段 AB 成 定 比 人 (天 一 1) 的 分 点 已 的 坐标 是 

1 十 AZ 十 人 Z1+ A 
人 (1.2.6) 

证 明 提 示 由 例 1.1.2 中 的 定 比分 点 公式 (1.1.1) 可 得 公式 (1.2.6). 

例 1.2.1 已 知 三 角形 三 顶点 为 P(xz;,y;,zi)(i=1,2,3), 求 人 Pi1PsP; 的 重 
心 的 坐标 . 

解 设 人 PP2Ps: 的 三 条 中 线 为 PMi ,其 中 顶点 P; 的 对 边 上 的 中 点 为 
Mi(i=1,2,3) ,三 中 线 的 公共 点 为 G(z,y,z)( 图 1.19) ,因此 有 

PiG =2 GMi, 


即 重 心 G 把 PiMi 分 成 定 比 A=2. 


1.3 举例 :应 用 向 量 的 线性 运算 解 初等 几何 问题 * 15，: 


因为 Mi 为 PpPs 的 中 点 ,所 以 点 Mi 的 坐标 


为 (到 3 党 .再 根据 公式 (1.2.6)， 
得 重心 G 的 坐标 Pp, 


(zxi1+ xz2+ x3), 


1 1 
?= 了 (1+22+33)， z= 3(z1+z2t+ z3). 


所 以 人 PP;P3 的 重心 为 
3 yi1+ y2+ y3 人 
3 3 3 


习 题 1.2 


1. 给 定 仿 射 坐标 系 . 

(1) 已 知 点 A(2,0, -1) ,向 量 a 才 = (1,3,4) , 求 点 B 的 坐标 ; 

(2) 求 点 (7, -3,1) 关 于 点 (4,0, 一 1) 的 对 称 点 的 坐标 . 

2. 给 定 直 角 坐 标 系 . 设 点 M 的 坐标 为 (z,y,z), 求 它 分 别 对 于 zxOy 面 ,zx 轴 和 原点 的 对 称 
点 的 坐标 . 

3. 设 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 相交 于 点 M ,又 


Dp=#58, 区 = 


在 仿 射 坐标 系 |A; 有 ,A 访 | 下 , 求 点 M;P,Q 的 坐标 及 向 量 有 GO 的 坐标 . 

4. 设 ABCDEF 为 正六 边 形 , 求 各 顶点 以 及 向 量 坟 ,过 在 iA ;2A 访 ,A 这 } 中 的 坐标 . 

5. 设 向 量 a=(5,7,2),b=(3,0,4),c=( 一 6,1,2), 求 下 列 向 量 坐 标 : 

(1) 2a 一 六 +3c;i (2) 3a+4b—ce. 

6. 已 知 点 A 的 坐标 为 (7, -4,1) ,点 日 的 坐标 为 (-2,2,4) ,将 线段 AB 三 等 分 , 求 各 分 点 
的 坐标 . 

7. 判断 下 列 各 组 的 三 个 向 量 a ,b,c 是 否 共 面 ? 能 否 将 c 表示 成 a,b 的 线性 组 合 ? 若 能 表 
示 , 则 写 出 表达 式 . 

(1) a($,2,1),b(—1,4,2),c(~1,—1,5); 

(2) a(6,4,2),b(—9,6,3),c( —3,6,3); 

(3) a(1,2,—3),b(—2,—4,6),c(1,0,5). 

8. 已 知 a=(1,5,3),b=(6, 一 4, 一 2),c=(0, 一 5,7),d=(20, -27,35). 试 证 明 a,b,c 不 
共 面 ,并 将 d 表示 成 a ,b,c 的 线性 组 合 . 


1.3 举例 :应 用 向 量 的 线性 运算 解 初等 几何 问题 


1.1 节 中 的 诸 命题 告诉 我 们 ,向 量 的 线性 运算 可 以 用 来 解决 有 关 点 的 共 线 或 
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共 面 问题 ,直线 的 共 点 问题 以 及 线段 的 定 比分 点 问题 等 .本 节 通 过 举例 说 明 如 何 使 
用 向 量 方法 解决 上 述 有 关 仿 射 性 质 的 几何 问题 .向 量 法 的 优点 在 于 比较 直观 ,有 些 
几何 概念 用 向 量 表 述 比 较 简单 ,因此 讨论 其 性 质 也 颇 方 便 .但 是 向 量 的 运算 不 如 数 
的 运算 简洁 .在 空间 建立 了 坐标 系 后 ,向 量 的 运算 可 转化 为 数 的 运算 ,因此 本 节 也 
介绍 用 坐标 方法 解 初等 几何 问题 . 
4 例 1.3.1 在 三 角形 ABC 的 BC 边 上 取 点 L ,CA 
WN 边 上 取 点 M,AB 边 上 取 点 NN, 试 求 以 向 量 AL ,BM 和 
M > CN 为 边 构成 三 角形 的 条 件 . 

解 ” 以 向 量 A ,BM, CN 为 边 构成 一 个 三 角形 是 
说 , 顺 次 将 它们 的 终点 与 起 点 相连 而 成 一 个 三 角形 
(图 1.20), 因 此 A 六 ,BM, C 六 组 成 一 个 三 角形 的 充 要 

1.20 条 件 是 


A +BM+ CN=0. (1.3.1) 
设 AN=42B,B7= BE,CM=vCA, 则 
A =AB+BL=AB+ Be, 
BM=BE+CM=BE+vCA, 


C=CA+AN=CA+AAB. 
将 以 上 三 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
AL+BM+CN=AB+BC+CA+AAB+ BC+vCA. 
显然 4 六 + 了 E+CA =0, 所 以 
AL+BM+CN=AAB+yBC+yCA. (1.3.2) 
车 A+BM+CN=0 则 
AAB + BE+ CA=0 
或 
(A-v)AB+ (pu-v)BC=0. 
但 A,BC 不 共 线 ,因而 线性 无 关 , 故 A 一 y=0,p 一 v=0, 即 A=jy=v. 由 此 可 知 : 
若 A ,BM ,CN 构成 三 角形 , 则 在 各 边 上 取 的 点 L ,M,NN 应 满足 下 列 条 件 
I2N| _IBL| leM| 
1 大 | |BEI TIGI 
反之 , 若 条 件 (1.3.3) 式 成 立 , 则 由 (1.3.2) 式 得 
AT+BM+CN=A(AB+BC+CA)=0, 
即 (1.3.1) 式 成 立 .于 是 A ,BM ,CN 构成 一 个 三 角形 的 充 要 条 件 是 (1.3.3) 式 成 
立 , 即 在 三 角形 各 边 上 取 的 分 点 L , 1M ,NN 使 得 截 成 的 线段 AN , BL ,CM 与 所 在 的 
边 成 定 比 . 


(1.3.3) 


1.3 举例 :应 用 向 量 的 线性 运算 解 初等 几何 问题 ,17 - 


例 1.3.2 试 证 :连接 平行 四 边 形 的 一 个 顶点 Dp FF C 
至 对 边 中 点 的 直线 段 三 等 分 对 角 线 . 

证 明 ” 设 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,E,F 分 别 元 
是 AD ,DC 边 上 的 中 点 , BE ,BF 分 别 交 AC 于 G， 
日 两 点 (图 1.21). 4 

证 法 一 ”使 用 向 量 法 证 . 图 1.21 

设 AB=a,AD=b, 则 AC =at+b,AC=m(a 
+ 了 b),m 为 某 一 实数 .又 令 BC=n 琵 ,， 为 某 一 实数 , 则 


有 0= 丰 + 本 = 丰 +n 栈 =atn(-a+ 坟 4b) 


=(1-n)a+7b, 
因此 
ma + mb=(1-n)at+7b. 
由 于 a ,8 线性 无 关 , 所 以 
m=1-—n, 
ke 
m= 


解 得 m= 广 ,n= 字 ,所 以 BG = 地 (a +b)， 
同 理 可 证 玻 - 二 (e+ 中 , 态 = 二 (oa+ 8 ) ,于 是 


4G=( 六 = 本 ,4AG=GH=HC. 
注 从 上 面 两 题 可 见 , 用 向 量 法 讨论 初等 


， 广 -人 一 7” 几何 问题 ,应 该 在 图 形 中 选 定 线性 无 关 的 向 量 ， 
EL 其 他 的 向 量 则 设法 用 它们 线性 表示 ,再 利用 给 
定 的 条 件 确定 相应 的 关系 . 下面 利用 坐标 方法 
4 el B 来 证 . 
证 法 二 ”在 平行 四 边 形 4BCD 中 , 设 28B 
20 =el, A 访 = e,, 建 立 平面 仿 射 坐标 系 |A; ei， 


ey , 则 A,B,C,D,E,F 各 点 的 坐标 分 别 为 


1 1 
A(0,0),B(1,0),，D(0,1)，C(1,1)，E(0, 了 了)，F( 字 ,1] 


(图 1.22). 假 设 BE 与 4C 交 于 点 G(x,y), 因 此 可 设 EC =4 COB,AG = jy COC. 根 
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据 线段 的 定 比 分 点 公式 ,点 G 的 坐标 
1 


= 
_0+A:1_ A_ a 
dA TA YY da CTA) 
及 
_0tpol pp_ Ot+pel pp_ 
Ir lm ™ Th ‘Ey 
于 是 
cA 
1+A 1l+p” 
Eo 
2(1+4) 1+A 


解 得 = 人 -二 ,从 而 点 G 的 坐标 为 (二 ,二 上 
同样 的 方法 可 得 到 AC 与 BF 的 交点 五 的 符 标 为 { 二 ,二 ). 因 此 G ,万 为 线段 
AC 的 两 个 三 等 分 点 . 
注 我 们 从 上 面 解法 获得 另 一 信息 是 : 臣 = 二 大, 态 = 了 戎 ， 
三 线 共 点 和 三 点 共 线 是 初等 几何 中 的 常见 问题 ,这 类 问题 可 以 利用 向 量 法 或 
坐标 法 来 解决 . 
区 例 1.3.3，” 试 证 四 面体 的 对 棱 中 点 的 连 线 相 交 于 一 
点 , 且 互 相 平分 . 
e3 F 证 法 一 ” 设 四 面体 ABCD 的 一 组 对 棱 AB ,CD 的 中 
点 五 ,下 的 连 线 为 EF , 它 的 中 点 为 Pi1( 图 1.23). 其余 两 
人 C 组 对 棱 中 点 连 线 的 中 点 分 别 为 P; , P3 ,我 们 需 证 P, , P,， 
rt P3 三 点 重合 . 
B 取 不 共 面 的 三 向 量 A 记 = el,AG= e,A 方 = es. 求 出 
二 开 部 AP1 用 e1,e2,es 线性 表示 的 关系 式 . 
连 AF, APi 是 全 AEF 的 中 线 , AF 是 全 ACD 的 中 
线 ,我 们 有 


APi= 7 (AE + AF)= AB+ i(AC+AD)= 4 (et etes). 


同 理 可 得 A 记 = 二 (el + ez+ es),i=2,3, 所 以 APi ~ AP; = AP;, P,P2,P， 三 点 
重合 . 


1.3 举例 :应 用 向 量 的 线性 运算 解 初等 几何 问题 19， 


证 法 二 ”在 四 面体 ABCD 中 , 设 ABB = ei, AC = 6,， 
AP = e3, 建 立 仿 射 坐标 系 1Ai el,ez,es} (图 1.24), 则 四 
面体 ABCD 的 各 顶点 坐标 为 

A(0,0,0)， B(1,0,0)， C(0,1,0)， D(0,0,1). 
于 是 各 棱 中 点 坐标 为 


(60) 二) ole 二) 
6) lon), Nl) 

因此 EL 的 中 点 坐标 为 (二 ,二 ,二 

(去 二 ,于 外 所 以 四 面体 的 对 校 中 点 连 线 相交 于 一 点 , 且 互 相 平 分 . 


4 


) , 同 理 可 求 出 FM, GN 的 中 点 坐标 都 是 


注 可 以 按 例 1.3.2 提供 的 方法 求 出 EL 与 EM 的 交点 坐标 为 (二 ,二 ,二 】 


上 )， 
二 ,了 ,十 ) ,所 以 四 面体 的 三 条 对 楼 中 点 连 线 交 于 一 


EL 与 GN 的 交点 坐标 也 是 { 
点 ,上 且 互 相 平 分 . 

向 量 法 在 力学 、 物 理学 中 也 有 重要 应 用 ,我 们 以 质点 组 的 重心 为 例 . 

例 1.3.4 设 Mi ,M2,…,M, 为 个 质点 在 空间 中 的 位 置 ,它们 分 别 具 有 质 
量 m1 ,m2，…, ma. 在 空间 任 取 一 点 O, 作 向 量 CC 如 下 : 


天 _ mI OMi+ m2 OM + + mn OM., 


OC ， (1.3.4) 


mit 7122 十 十 ma 
如 此 决定 的 点 C 称 为 这 组 质点 的 重心 . 
求证 :由 (1.3.4) 式 确定 的 重心 与 点 O 的 选取 无 关 . 
E mOM+m 二 mn 
只 要 能 证 明 点 C “与 点 C 重合 ,就 说 明了 重心 与 点 O 的 选取 无 关 . 将 
OM=OO+OM, (i=1,2,…,n) 


(1.3.5) 


代 人 (1.3.5) 式 ,得 本 Lk 
rovod (mit+ m2+*…t+ mn)OO+ m1 OMi+ m2 OM2 + * + mn OM,, 
mit+m2t+* + m, 
=O0O0+COC=0, 
所 以 C = C. 
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习 题 1.3 


1. 在 人 ABC 中 ,DD 为 BC 边 的 中 点 ,E, 下 分 别 为 AC, AB 边 上 的 点 使 得 EF 平行 于 BC ,证 
明 AD ,BE,CF 相交 于 一 点 . 
2. 在 空间 四 边 形 ABCD 的 四 边 AB,CB ,CD,AD 上 分 别 取 点 五 ,下 ,G ,五 使 得 


则 EFGH 是 平行 四 边 形 . 


3. 在 和 ABC 中 ,E,F 分 别 是 AC,AB 上 的 点 ,并且 CE = 
交 于 G ,证 明 : 


二 CA,AF= 广 AB. 设 BE 与 CF 


1 时 
GE=BE, GF=7CF. 


4. 用 坐标 法 证 明 : 三 角形 ABC 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 
5. 用 坐标 法 证 明 : 在 全 ABC 中 , 设 P,Q,R 分 别 是 直线 AB,BC,CA 上 的 点 ,并且 
可 = 声 ， 玖 = 路 ， 臣 =, 玖 . 

证 明 :P,Q,R 共 线 的 充 要 条 是 w= 一 1. 

6. 用 向 量 法 证 明 兆 维 定理 :车 三 角形 ABC 的 三 边 AB, BC ,CA 依次 被 分 割 成 

AF:FB=A:x, BD:DC=y:A4, CE:EA= J:y, 
其 中 ,py 均 为 正 实数 , 则 全 ABC 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 线 交 于 一 点 M ,并 且 对 任意 点 O, 有 
1 


一 3 —> 一 一 2 
OM= r++ vo). 


1.4 向 量 的 内 积 


如 同 从 力 或 位 移 的 合成 引出 向 量 加 法 运算 一 样 ,人 们 从 另外 一 些 力学 .物理 学 
或 其 他 科技 问题 出 发 ,又 概括 出 向 量 乘法 运算 ,并 且 这 种 运算 为 解决 许多 实际 问题 

提供 了 工具 .本 节 及 下 一 节 分 别 介 绍 向 量 的 内 积 与 外 积 这 两 种 乘法 运算 . 
F 首先 看 一 个 力学 问题 : 求 力 F 使 质点 产生 位 移 $S 所 做 的 功 
4 : WW. 如 果 质 点 沿 着 力 的 方向 移动 ,那么 力 所 做 的 功 等 于 力 的 大 
F 小 与 质点 移动 的 距离 的 乘积 ;如 果 质 点 移动 的 方向 和 力 的 方 癌 
不 一 致 (图 1.25) ,那么 力 所 做 的 功 等 于 这 个 力 在 位 移 方 向 上 的 

图 1.25 分 力 大 小 与 移动 距离 的 乘积 ,用 公式 表达 为 
W=|Fi||lS|= |F||S|cosa, 
其 中 Fl 是 正 沿 $ 方向 的 分 力 ,a 是 下 与 $ 的 夹 角 . 

反映 在 数学 上 ,两 个 非 零 向 量 a 与 的 夹 角 人 (a,b) 规 定 如 下 : 自 空间 任意 点 
O 作 OA = a ,OB =4b ,我 们 把 由 射线 OA 和 OB 构成 的 角度 在 0 与 x 之 间 的 角 叫 
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做 a 与 b 的 夹 角 ( 图 1.26). 


B 
当 人 (a,b)= 了 时 , 称 向 量 a 与 5 是 互相 垂直 的 , 记 作 ”从 


alb. O a 4 
下 面 来 考察 类 似 于 下 沿 S$ 方向 的 分 力 Fi 那样 的 向 量 . A 
1.4.1 向 量 的 射影 


定义 1.4.1 设 a,b 是 两 个 向 量 , 且 8 天 0. 过 向 量 a 的 
起 点 A 和 终点 B 分 别 作 平面 与 b 垂直 ,并 且 交 5 所 在 直线 于 A ,8B 两 点 (图 
1.27) , 则 所 得 向 量 AB 叫做 向 量 a 在 向 量 b 上 的 射影 向 量 . 


图 1.27 


如 果 AB = zb"(b' 是 与 b 同 向 的 单位 向 量 ) ,那么 实数 zx 称 为 向 量 a 在 向 量 b 
上 的 射影 , 记 为 Prjsa. 

命题 1.4.1 Prjm=|alcos/(a,b). 

证 朋 过 向 量 a 的 起 点 A 和 终点 B 分 别 作 平面 a 和 BP 与 b 垂直 ,并 且 交 》 所 
在 直线 于 A’,B’ 两 点 (图 1.28) ,再 过 点 A 作 直 线 平 行 于 b( 若 A 关 A') 交 平面 B 于 
点 B”, 则 AB = 有 AB” .在 直角 三 角形 ABB” 中 ,有 

1AB”|= |alcosy, 0< p< 

当 及 从 与 同 向 时 ,了 (a,b)= 9; 当 AB 与 b 反 向 时 ,pq =x 一 人 (a,b), 所 以 
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Prjsa = |al|cos/ (a,b). 
命题 1.4.2 (1) Pr bp(ait a2)= Primi + Prjm2; 
(2) Prjs (ha ) = 和 Poa . 


图 1.29 


证 明 (1) 取 XA 壤 =a ,了 =a, 则 AC= ai+ a2z. 据 定义 1.4.1, 向 量 a1,az， 
aj + as 在 向 量 b 上 的 射影 向 量 分 别 是 AB ,BC ,ATC (图 1.29). 设 AB = xb'， 
BC=w', 则 AC =APB+BC =(zxt+y)b', 所 以 

Prjs(a1 + a2)= Prjmi + Prjm2- 
(2) 车 4=0 或 a=0 ,结论 显然 成 立 .下 设 1 天 0 且 a 天 0. 
当 4>0 时 ,了 (Xa,b)= 人 (a,b), 据 命题 1.4.1， 
Prjs(ha) = |Xha lc0s (Na,b) 
=Alalcos/(a,b)=APrinm; 

当 和 A<0 时 ,了 (ha,b)=x 一 人 (a,b), 于 是 

Prjsp(ha)= |Xha lo0s (Na,b)= —Alalcos(x -AL(a,b)) 
=Alalcos/ (a,b)=APrim. 


1.4.2 向量 内 积 的 定义 和 性 质 


定义 1.4.2 两 个 向 量 a 和 4b 的 内 积 (也 称 点 积 或 数量 积 ) 记 为 a*b 或 abp, 规 
定 为 a 与 的 模 和 它们 的 夹 角 的 余弦 的 乘积 , 即 


~ a:b=|al|lblcos/ (a,b). (1.4.1) 
显然 ,两 个 向 量 的 内 积 是 一 个 实数 .并 且 由 命题 1.4.1 知 ， 
a*b= |alPriob= |b|Prim. (1.4.2) 
如 果 a 关 0,b 关 0, 那 么 
_ a':b 
coos (a,b)= TTIoT: (1.4.3) 


特别 地 , 当 a=b 时 ,a*:a=|al?. 记 a?=a*a, 则 |a|=Va?. 
命题 1.4.3” 设 a,b 为 向 量 , 则 a_|b 的 充 要 条 件 是 a*b=0. 
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证 明 留 给 读者 . 
命题 1.4.4 向 量 的 内 积 满足 下 面 的 运算 规律 :对 任意 向 量 a ,b,c 及 任意 实 
数 A, 有 
(1) 交换 律 a.:b=b*a; 
(2) 关于 数 因子 的 结合 律 (Xa):b=4(a:b); 
(3) 分 配 律 (a+b):c=a*:c+b:e; 
(4) a*a 之 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 a =0. 
证 明 (1),(4) 显 然 . 
(2) (Ma).2=|125|1Prs(Ma)= 和 151Poa=AX(a bp); 
(3) (a+b):c =|e|lPr(a+b)=|el(Pra + PILb) 
=|clPja+|eclPib=a:ct+b'c. 
问题 (1) 向 量 的 内 积 是 否 满足 消去 律 , 即 4 
由 ab=a*c 及 a 关 0 能 否 推 出 b= ec? F 
(2) 对 任意 三 个 向 量 a, b,c,(ab)c 
a(be), 为 什么 ? 
例 1.4.1 证 明 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 . 
证 明 如 图 1.30, 设 五 是 和 全 ABC 的 高 AD 8B D C 
与 BE 的 交点 ,只 需 证 CH 垂直 于 AB， a 
证 法 一 因 HA:BC=0, 即 (HC + CA)':BC 有 
=0, 故 二 . 陀 =A4C. 防 . 同 理由 瑚 .4CG=0 得 琵 .4G= 陇 .4C, 因 此 
f. 丰 = 瑟 .ME+ 瑟 .起 = 了 .ACE-AE. 了 =0， 
于 是 FC | A 记 ,这 证 明了 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 . 
证 法 二 令 HA=a, 了 B=b,FCE=c, 则 2B=b-a,BC=c-b,CA=a-c. 
因 了 | BE, 故 a:(c-b)=0,a'c=a*b. 同 理由 HB | C2 得 a-b=b*c. 从 而 a: 
c=b:c,c(b—-a)=0, 所 以 BC LAB. 
例 1.4.2 空间 四 边 形 的 两 条 对 角 线 互相 垂直 的 充 要 条 件 是 对 边 平方 的 和 相 
等 (图 1.31). 
证 明 在 空间 四 边 形 ABCD 中 ; 设 AB=a,BE=b,CD=c,DA=d, 则 a+b 
+c+d=0, 因 此 
(-d) =(atb+e) 
=a:+b+c*+2a:b+2b:c+2a'e 
=at+e-b+2(bp +b:cta:bt+a:c) 
=al:+c:—-b+2(a+b):(b+c), 


并 且 
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B b+d-a-e=2 AC.BD. 
由 此 可 知 
, AC LBDSGAC:BBD=0G4 + 0:=b+d?. 


1.4.3 用 坐标 计算 向 量 和 的 内 积 


选取 一 个 仿 射 坐标 系 1O 〇 ;el,e2,esl. 设 向 量 a,b 
a D 的 坐标 分 别 为 (a1,a2,a3),(51,62,63), 则 
图 31 a*b =(aie1 +ase2 t+ a3e3)°(bielt+ b2e2 + b3e3) 
=aibief + a2b2e? + a3b3aes + (a1b2 + a2b1)e1' e2 
+ (aib3+ a3bi)ere3t+ (a2b3+ a3b2)e2' es. 
(1.4.4) 
可 见 只 要 求 出 基 向 量 ei ,ez,es 之 间 的 内 积 , 就 可 以 求 出 任意 两 个 向 量 的 内 积 . 
现在 我 们 考察 在 直角 坐标 系 |O;i,j,kI 下 向 量 的 内 积 的 坐标 表达 式 ， 
定理 1.4.1 在 直角 坐标 系 下 ,两 个 向 量 的 内 积 等 于 它们 的 对 应 坐标 的 乘积 
之 和 |. 
证 明 设 向 量 a,b 在 直角 坐标 系 1O;i,j,k| 下 的 坐标 分 别 为 a = (Xi Y， 
2Z1),b= (X,Y2,2Z2). 因 为 


iri=j-:j=k:k=1, i*j=j*k=k:i=0, 
所 以 i 
a:b=X1X;+ YiY;+ 2Z12,. (1.4.5) 
推论 1.4.1 在 直角 坐标 系 1O;i,j,k| 下 ， 
(1) 向 量 a = (X,Y,2Z) 的 模 la| =V X*+ Y?+22，; (1.4.6) 


(2) 点 Mi(Zxi,yi , 21) 与 M2( x2,y2,z2) 之 间 的 距离 
[Mi M2| =V (zz 一 zi) + (y2— y1) + (z2— 21)’; (1.4.7) 
(3) 两 个 非 零 向 量 @Q 一 (X1， Yi ,2Z1),b = (X2， Y2,Z2) 的 夹 角 的 余弦 


Xi1X2+ YiY2+Z1Z 
cosA(a,D) = 一 Ds (1.4.8) 


lallbl V+ +R + + 
特别 地 ， 
al bXiXs+ YiY2 + Z122=0. (1.4.9) 


1.4.4 向 量 的 方向 余弦 


在 直角 坐标 系 |1O;i,j,k| 中 ,向 量 a 与 坐标 向 量 i,j,k 的 夹 角 称 为 a 的 方向 
角 , 分 别 用 a,B,Y 来 表示 .方向 角 的 余弦 cosa ,cos8 ,cosy 称 为 向 量 a 的 方向 余弦 . 
命题 1.4.5 在 直角 坐标 系 1O;i,j,k} 中 , 非 零 向 量 a = (X,Y,Z) 的 方向 余 
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张 是 
So a Ss 
cosa = ToT? cosp ToT? cosy Taf? (1.4.10) 
且 
cos*a + cos28+ cos27y =1. (1.4.11) 
六 


证 明 因为 a*i=|alcosa, 目 a*i= 久 ,所 以 cosa = a 
式 其 余 两 式 成 立 . 并 且 由 (1.4.10) 式 立即 可 知 (1.4.11) 式 成 立 . 

易 见 ,a"= (cosa ,cosB,cos7) 是 与 a 同方 向 的 单位 向 量 . 

与 方向 余弦 成 比例 的 任 一 数组 (7 ,m ,nn ) 都 称 为 向 量 a 的 一 组 方向 数 ,此 时 

l:m:n = cosa:cosB:cosy. 

一 个 向 量 的 方向 余 弱 是 惟一 的 ,但 方向 数 却 可 以 有 无 穷 多 组 . 

例 1.4.3 ”利用 向 量 的 内 积 证 明 柯 西 - 施 瓦 蒋 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 
(Pap:} < Ya? : 67. 

i=1 i=1 


i=1 


证 明 设 4a=(ali,az,a3).5= (61,b2,b3). 因 为 |cos 人 人 (a,b)| 二 1, 所 以 


同 理 可 证 (1.4.10) 


la:bl<lal:1b|, 
从 而 得 
3 3 
| vil S| > 
= i=1 1 
因此 有 


1. 已 知 向 量 a 与 5 的 夹 角 为 子 x, 且 |al =3,|15|=4, 计 算 ; 


(1) (e+Bp) (2) (a+b)(a—b); 

(3) (3a —2b)(a+2b); (4) (3a +28) 2. 

2. 证 明 命题 1.4.3. 

3. 证 明 :(1) 向 量 a 垂直 于 向 量 (ep)c- 一 (ac)0; 

(2) 说 .市 + 芒 . 态 + 长 . 想 =0. 

4. 证 明 :对 任意 向 量 a,b 都 有 

latbl2+la-bl?*=2(lal?+ 1b)?). 

当 a 与 b 不 共 线 时 ,说 明 此 等 式 的 几何 意义 . 
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5. 下 列 等 式 是 否 正确 ? 说 明理 由 . 


(1) lala=@?; (2) (a:b) = a202; 
(3) a(a:b)=ab; (4) (a:b)c=a(b:c). 
6. 计算 下 列 各 题 : 


(1) 已 知 等 边 三 角形 ABC 的 边 长 为 1, 且 =a,CA=b,A=c, 求 a:b+b-cte'a; 

(2) 设 atbtec=0,Jal=3,1bl=1,lc1=4, 求 a:birb-:ctce:a; 

(3) 已 知 a,b,c 两 两 簿 直 , 目 la|=1,1b|=2,|c|=3, 求 r=a+b+c 的 长 以 及 它 与 a,b， 
c 的 夹 角 ，; 

(4) 已 知 a+365 与 74 一 5b 垂直 , 且 a 一 4b 与 74 一 26 季 直 , 求 a,b 的 夹 角 ; 


(5) 已 知 |al=2,1b1 =5,A(a,b) = rp=3 -b,g=Xha+17b, 问 系数 4 取 何 值 时 ,p 
与 4 牌 直 . 

7. 用 向 量 法 证 明 : 

(1) 三 角形 的 余弦 定理 a2= pb2+c2 一 2pccosAi 

(2) 平行 四 边 形 成 为 鞭 形 的 充 要 条 件 是 对 角 线 互相 垂直 ; 

(3) 三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 共 点 且 这 点 到 各 顶点 等 距 . 

8. 在 直角 坐标 系 中 ,向 量 a ,8 的 坐标 分 别 为 (2,1, 一 1),(1, 一 2,1). 已 知 平行 四 边 形 以 a， 
b 为 相 邻 两 边 ,(1) 求 它 的 边 长 和 内 角 ;(2) 求 它 的 两 对 角 线 的 长 和 夹 角 . 

9. 设 方向 a 的 直角 坐标 为 (2,1, -2) , 求 它 的 方向 角 和 方向 余弦 ， 

10. 证 明 : 设 a,b,c 不 共 面 且 向 量 r 满足 

ra=0, ‘rb=0, r:c=0, 

则 r=0. 

11. 证 明 : 如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 棱 互 相 垂直 , 则 第 三 对 对 棱 也 必 垂 直 , 并 且 三 对 对 棱 的 
长 度 的 平方 和 相等 . 


1.5 向 量 的 外 积 


从 力学 中 知道 ,一 个 力 下 作用 在 棒 的 一 端 A ,使 棒 绕 其 支点 O 转动 ,那么 力 F 
关于 支点 O 的 力矩 M 的 大 小 为 
IM|=|F| [IOA lsinZ(F ,OA), 
力矩 M 的 方向 如 下 确定 :让 右手 四 指 从 OA 弯 向 F( 转 角 小 于 x), 则 拇指 指向 为 
M 的 方向 (图 1.32) .类似 于 这 种 由 CZA 与 F 求 M 的 向 量 运算 , 现 引 人 向 量 的 外 
积 . 


1.5.1 向 量 外 积 的 定义 及 性 质 


定义 1.5.1 ”两 个 非 零 向 量 a 与 5 的 外 积 (也 称 又 积 或 向 量 积 ) 是 一 个 器 量 ， 
记 为 a Xb 或 [a ,5], 它 的 模 是 
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laxb|=|allblsin (a,b), 
它 的 方向 与 a,b 都 垂直 ,并 且 按 a ,b,a Xb 这 一 顺序 组 成 右手 系 ( 图 1.33). 
如 果 a ,8 中 有 一 个 为 零 向 量 , 则 规定 a xX b=0. 


M 
F axb 
b 
0 4 a 
图 1.32 1.33 
由 外 积 定义 立即 有 下 列 命题 . 


命题 1.5.1 二 向 量 a 与 9 共 线 的 充 要 条 件 是 a Xb=0. 

若 向 量 a 与 b 不 共 线 , 则 |a xb| 表 示 以 a,b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

命题 1.5.2 向量 的 外 积 满足 下 列 算 律 :对 任意 向 量 a,b5,c 及 任意 实数 ,有 

(1) 反 交 换 律 axb= 一 5Xai 

(2) 关于 数 因子 的 结合 律 (ha)xXb=A(axb)=ax (Xb); 

(3) 右 分 配 律 (a+b)xXc=axct+bxe,，, 

左 分 配 律 ax(bt+c)=axXbtaxc. 

证 明 (1) 车 a,b 共 线 , 则 a Xxb,b x a 都 是 零 向 量 . 若 a,b 不 共 线 ,由 外 积 
的 几何 意义 有 |aXb|=|bXal. 而 a Xxb,bxa 都 同时 垂直 于 a 与 b, 因 此 axb 
与 bXxa 是 共 线 向 量 . 其次, 按 顺序 a,b,a Xb 与 b,a,b Xa 分 别 组 成 右手 系 ,所 
以 a Xb 与 bxa 方向 相反 ,从 而 有 axb= 一 bxa. 

(2) 当 a/b 或 A=0 时 ,显然 成 立 .下 设 a,b 不 共 线 且 和 闫 0. 不 难 验证 

[Gaa)xb|=1a(axBb)l= laxCab)l, 
其 次 容易 看 出 , 当 和 >0 时 ,(Xa)Xxb,A(a Xb),a Xx(Xb) 都 和 a Xb 的 方向 相同 ， 
当 A <0 时 都 与 a xz 的 方向 相反 ,因此 这 三 个 向 量 方向 相同 , 故 (2) 成 立 . 

(3) 右 分 配 律 的 证 明 见 1.6 节 中 例 1.6.1, 左 分 配 律 则 可 由 右 分 配 律 及 反 交 换 
律 推出 , 留 给 读者 写 出 . 

例 1.5.1 设 mi,rz,r3 为 非 零 向 量 , 具 有 公共 的 起 点 O, 试 证 : 

riXrotroXratr3aXri=0 
的 充 要 条 件 是 ris7T2,7T3 的 终点 在 一 条 直线 上 . 
证 明 设 向 量 r1,r2,rs 的 终点 分 别 为 A,B,C. 因 为 
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ABxAC=(08 -OA)x(OC -OA)=(r,-ri)x(rs-nri) 
=r2Xr3TriXr3— reXritriXr 
=riXr2treXr3t+r3Xri, 

所 以 A,B,C 三 点 共 线 当 目 仅 当 AxACE=0, 即 ri Xryt+rpXrstrsXri=0. 
例 1.5.2 设 a,b 为 非 零 向 量 , 则 
(aXD)2+(a 5) 2 一 0252， 
并 由 此 推出 求 三 角形 面积 的 海伦 (Heron) 公 式 
Saapc=V p(p-a)(p-6b)(p- ce), 
这 里 a,b,c 是 全 ABC 三 边 之 长 ,p 是 个 ABC 的 周 长 之 半 , SAapc 表 人 ABC 的 面 
积 (图 1.34). 


证 明 因为 
(axXD) = a2p2sin2(a ,5),(a 5)2=a252cos2 一 (a ,5)， 
所 以 
C b (oo lob) ab 
在 全 ABC 中 , 设 BC=a,CA=b,AB=c,|a|=&a， 
bl=6,|lc|=c, 则 atb+c=0, 即 a+b= 一 c. 于 是 
3 & 2 
c=(at+b)=a’+b’+2a:b, 
图 1.34 


a-b=3 (ca b?). 


由 外 积 的 几何 意义 知 ,Sanc= 广 | xb|, 所 以 


. (Saagc) = (axb) = [eb (a.b)’] 


= 地 [a?6? -二 (c? -42-42)?] 


= [2ab + (c?—a?— 62)][2ab (ce?— a?—6?)] 
=i(cta-b)(c-atb)(atbto)(atb-e). 
将 p= 方 (a+6+c) 代 入 ,得 
Saapc=V p(p-a)(p-b)(p- ce). 
1.5.2 ”向量 外 积 的 坐标 表示 


给 定 仿 射 坐 标 系 |O;el,es,e3|. 设 向 量 a 与 b 的 坐标 分 别 为 (cl,az,a3s) 和 
(5b1,6b2,53), 则 
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axXb =(aie1+ae2+ a3e3) X (bie1 + bes + bs3e3) 
=(a1b2— a2bi)e1X est (a3b1— a1b3)esX el 
+ (a2b3— a3b2)e2 X es. (1.5.1) 
由 此 可 见 ,只 要 知道 坐标 向 量 之 间 的 外 积 , 就 可 由 向 量 a,b 的 坐标 求 出 axb 
的 坐标 . 
现在 来 看 在 直角 坐标 系 10;i,j,k|} 中 二 向 量 的 外 积 的 坐标 表示 . 设 a= Xi 
+ Yij + Zik,b=X2it Y2j + Zzok. 因 为 
iXj=k,jXk=i,kxXi=j,iXi=jXj=kXk=0, 
所 以 
axb =(Xiit+ Yj+Zik)X (Xit Yj + Zk) 
=(Y122— YZ1)i+ (X21 ~ X12Z2)j + (XIY, — X22 YOK. 
于 是 有 
定理 1.5.1 设 向 量 a,b 在 直角 坐标 系 1O;i,j,k| 中 的 坐标 分 别 为 
(Xi, Yi1,21),(X2, Y,,22), 


则 axz 的 坐标 为 
YY > 
Vl | Zola | Wa WS 
为 便于 记忆 ,将 上 式 形式 地 写成 
i 
axb=|IX!: Yi Zi1|, (1.5.3) 
和 2 Y, 2Z2 


该 行列 式 按 第 一 行 展开 . 

例 1.5.3 设 公 ABC 的 三 个 顶点 的 直角 坐标 分 别 为 A (5, 1, 一 1)， 
B(0, 一 4,3) 和 C(1, -3,7), 求 和 ABC 的 面积 及 BC 边 上 的 高 . 

解 =(-5,-5,4) ,ME=(-4,-4,8), 所 以 A 壤 xAE=(-24,24,0) = 
24( -1,1,0). 人 ABC 的 面积 

s- 工 | 大 x 达 1=242 -5 

又 陀 =(1,1,4),1BE1=3V2, 因 此 BC 边 上 的 高 

S 2xl2v2 
8: 
71BC| 


将 向 量 a 与 b 作 外 积 得 a xz ,那么 这 个 向 量 还 可 以 与 第 三 个 向 量 e 再 作 内 积 
或 外 积 .在 前 一 种 情形 便 得 到 (a X5)*c, 下 一 节 将 讨论 .对 于 后 一 种 情形 ,我 们 得 
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到 (a Xx5b) Xxc, 称 之 为 二 重 外 积 , 它 是 一 个 向 量 .因为 向 量 (a xz) xc 垂直 于 ax 
b ,而 a,b 也 垂直 于 a Xb, 因 此 (a X65) Xe 与 a,b 共 面 . 
例 1.5.4 用 坐标 法 证 明 : 对 任意 向 量 a,b,c;, 有 
(axb)xc=(a:c)b—(b:c)a, (1.5.4) 
(1.5.4) 式 称 为 二 重 外 积 公式 . 

证 明 取 直 和 角 坐 标 系 1O0;i,j,k|. 设 a,b,c 的 坐标 分 别 为 (Xi, Yi ,Zi )， 
(XX2,Y2,2Z2),(X3, Y3,2Z3), 并 设 a Xb 的 坐标 为 (Si1,S2,S3),(a Xb) Xxc 的 坐标 
为 (Ti, Ts, T3). 

由 (1.5.2) 式 得 

Ti =S223- S3Y3= (X221 ~ X12Z2)2Z3— (KI Ys — XY1) Ys 
= Xa(Z1Z3+ YI Y3)— X1(Z223+ Y2Y3) 
= Xa(a*c— Xi1X3)— Xi(b:c— XX;) 
=(a*c)X2—(b:c)Xi, 
同 理 可 得 
T=(a*:c)Y2~- (bc)Y, Ts3=(a*:e)Z,~ (bc)Zi1, 
所 以 
(axb)xc=(a:c)b—(b:c)a. 
由 公式 (1.5.4) 和 外 积 的 反 交 换 律 可 得 到 


ax(bxece)=(a:c)b— (a:b)ce, (1.5.5) 
因而 在 一 般 情形 下 ,(a X5)Xc 关 a Xx (bXc), 即 向 量 的 外 积 不 满足 结合 律 . 
习 题 1.5 


1. 已 知 |lal=1,1b|=5,a*b= 一 3, 试 求 : 

(1) (exzb) (2) [(2a+b)x(at+26)P; (3) |(a+36)x (30 -5b)1. 

2. 证 明 : 

(1) 如 果 a+ bt+c=0, 那 么 axb=bXxe=cXxa, 并 说 明 它 的 几何 意义 ; 

(2) 如 果 axb=cxd,axc=bxd, 那 么 a 一 d 与 6~c 共 线 ; 

(3) 如 果 非 零 向 量 m(i= 1,2,3) 满 足 产 =rmxryr=rsxrr3=rlxrz, 那 么 mrzyr3 
是 人 披 此 垂直 的 单位 向 量 ,并 且 按 这 一 次 序 构成 右手 系 . 

3. 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 a=(2,-3,1),5= (1, -2,3), 求 与 a,b 都 垂直 , 且 满 足 如 下 条 
件 之 一 的 向 量 e: 

(1) c 为 单位 向 量 ; 

(2) ce*d=10, 其 中 d=(2,1, 一 7). 

4. 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 三 点 A(1,2,3),B(2,0,4),C(2, -1,3), 求 公 ABC 的 面积 . 

5. 已 知 二 非 零 向 量 a,b, 求 & 的 值 使 得 ka +b 与 a+ kb 共 线 . 

6. 设 全 1， 02 为 不 共 线 向 最 ,2 =Aias t+ A202,b2= 1a1 + py2q2. 证 明 : 以 Ql,42 为 相 邻 边 的 
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平行 四 边 形 面积 等 于 以 bi ,bz 为 相 邻 边 的 平行 四 边 形 面积 的 充 要 条 件 是 |Aiwz 一 A2p11=1. 


7. 用 向 量 法 证 明 三 角形 的 正弦 定理 ;-2_ = -= 一， 
snA sinB sinC 
8. 设 M 为 和 ABC 的 重心 ,求证 :M 将 人 ABC 分 成 三 个 等 积 的 三 角形 , 即 Sa mp = Sa msc 
= SAMCA. 
9. 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 a=(2, 一 3,1),b= (一 3,1,2),c=(1,2,3), 分 别 计算 ax(bx c) 
和 (a X5)xc, 从 而 说 明 向 量 等 式 
ax(bxc)=(axb)xce 
一 般 不 成 立 , 也 就 是 说 向 量 外 积 运算 不 满足 结合 律 . 
10. 证 明 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 : 
(axb)xc+(bxc)xat(cXxa)xb=0. 
11. 设 向 量 a 与 b 垂直 ,求证 : 
(1) [(axb)xa]xb=0; 
(2) ax[ax(ax(axb))]=|lal’b. 


1.6 向 量 的 混合 积 


向 量 e ,5 的 外 积 a Xb 和 向 量 c 作 内 积 (a xz8) ec, 所 得 的 数 叫做 三 个 向 量 a， 

b,c 的 混合 积 , 记 为 (a ,b,c) 或 (abe), 即 
(a,b,c)=(axb)c. 

下 面 来 讨论 混合 积 (a ,b,c) 的 几何 意义 .大 
家 知道 ,一 个 平行 六 面体 可 以 由 同一 个 顶点 引出 
的 三 条 棱 所 确定 ,而 这 三 条 棱 可 用 三 个 向 量 a， 
b,c 表示 (图 1.35) ,我 们 来 求 这 个 平行 六 面体 的 
体积 V. 

以 a,b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 可 看 作 平 行 六 
面体 的 底面 ,其 面积 S=|axzbl|. 而 对 应 于 底面 
上 的 高 h 是 向 量 c 在 底面 的 垂 线 上 的 射影 的 绝 
对 值 .又 a xz 与 底面 垂直 ,因此 

h=|ecllcos/(axb,ce)|, 
于 是 平行 六 面体 的 体积 
V=S:h=|laxbl:|lcl|lcos/ (axb,c)| 
=|(axb):c|=|(a,b,c)|. 
这 说 明 三 个 不 共 面 的 向 量 的 混合 积 的 绝对 值 等 于 以 这 三 个 向 量 为 相 邻 棱 的 平行 六 
面体 的 体积 . 
而 混合 积 (a ,5 ,c) 的 值 可 正 可 负 , 它 反映 出 向 量 a ,b,c 的 不 同 的 相互 位 置 . 


图 1.35 
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当 a ,b,c 依 序 成 右手 系 时 ,人 (a Xb,c) 是 锐角 ,因而 (a Xb)c 为 正 ; 当 a,b,c 
依 序 成 左手 系 时 ,人 人 (a xb,e) 是 钝 角 , 因 页 (a xb) …e 为 负 . 因 此 混合 积 (a ,b,c) 
是 正 或 负 取 决 于 向 量 a ,b,c 依 序 成 右手 系 或 左手 系 ,这 就 是 混合 积 符号 的 几何 意 
尺 ， 
将 上 面 的 讨论 总 结 为 下 面 的 命题 . 
命题 1.6.1 三 个 不 共 面 向 量 a ,b,c 的 混合 积 的 绝对 值 等 于 以 a ,b,c 为 相 
邻 棱 的 平行 六 面体 的 体积 ,并 且 当 a ,b,c 依 序 组 成 右手 系 (左手 系 ) 时 ,混合 积 是 
正 数 (负数 ). 
命题 1.6.2 三 个 向 量 a ,b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 混合 积 (a ,b,c)=0. 
证 明 留 给 读者 练习 . 
命题 1.6.3 轮换 混合 积 的 三 个 因子 ,不 改变 它 的 值 ;而 对 调任 何 两 个 因子 要 
改变 符号 , 即 : 
(a,b,c)=(b,c,a)=(c,a,b)=—(b,a,c)=—(ec,b,a)=- (a,c,b). 
证 明 (1) 当 a ,b,c 共 面 时 ,结论 显然 成 立 . 
(2) 当 a ,b,c 不 共 面 时 ,轮换 或 对 调 因子 ,混合 积 的 绝对 值 都 等 于 以 a ,b,c 
为 相 邻 棱 的 平行 六 面体 体积 .又 因为 轮换 a ,b,c 的 顺序 ,不 会 改变 右 ( 左 ) 手 系 ,而 
对 调任 意 两 个 因子 的 位 置 , 右 手 系 变 为 左手 系 ,左手 系 变 成 右手 系 ,因此 混合 积 要 
变 号 . 
例 1.6.1 利用 混合 积 的 性 质证 明 外 积 满足 右 分 配 律 , 即 证 
(at+b)xXc=axXct+bxe. 
证 明 任 取向 量 d ,我 们 有 
[Cat+tp)xcjd=(a+pc,d)=(c,da+Dp) 
=(c,d,a)t+(c,d,b)=(a,c,d)+ (b,c,d) 
=(axc):d+(bxe):d | 
=[(aexc)+t(5Xxc)].d. 
由 于 d 是 任 取 的 ,所 以 有 
(at+b)xXc=axXc+bxe. 
从 证 明 中 看 到 ,利用 混合 积 的 性 质 , 将 外 积 的 分 配 律 转 换 为 内 积 的 分 配 律 来 证 .下 
面 我 们 利用 向 量 的 坐标 来 计算 向 量 的 混合 积 . 
取 仿 射 坐 标 系 {O 〇 ;el,e2,e31. 设 向 量 a,b,c 的 坐标 分 别 为 (a1, az,a3), (bi1， 
6b;,b3),(ci1,c2,c3). 利 用 公式 (1.5.1), 得 
(axb):c =[(a162— a2b1)e1Xe2t+ (a3b1~ aib3)e3X el 
+(a283 一 03b2)e2Xe3] (clel+c2e2+ c3e3) 
-| a1 a2 


bl b> 


Cl 43 


b1 6b3 


Q2 a3 
b> bs 


C3 一 C2 


cxmra 
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Cl Qa2 Qa3 
bi1 ep bs 
Cl C2 C3 
由 此 可 见 , 只 要 知道 (ei,e2,e3), 就 可 以 由 a ,b,c 的 坐标 算出 (a ,b,c). 
命题 1.6.4 设 向 量 a,b,c 在 仿 射 坐标 系 1O;el, ez,e3| 中 的 坐标 分 别 为 
(ai,a2;43),(61,62,6b3),(c1,c2,c3), 则 a,b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 
al Qa2 Qa3 
Di By be 
C1 C2 C3 
证 明 ” 据 命 题 1.6.2, 三 向 量 a,b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 混合 积 (a ,b,c)=0. 
由 (1.6.1) 式 知 ， 


(e1,e2,e3). (1.6.1) 


=0. (1.6.2) 


al a2 a3 


(a,b,c)=|b1: pb2 b3|(ei,e2,e3), 


又 (elyez,e3) 天 0, 所 以 a ,b,c 共 面 当 且 仅 当 (1.6.2) 式 成 立 . 

在 直角 坐标 系 下 ,向 量 的 混合 积 有 更 简单 的 形式 . 

命题 1.6.5 设 向 量 a,b,c 在 直角 坐标 系 |1O;i,j,k| 中 的 坐标 分 别 为 (Xi， 
Yi1,21),(X2,Y2,Z2),(X3,Y3,2Z3), 则 混合 积 
Xi Yi 忆 ， 
> 
0 
事实 上 ,由 (1.6.1) 式 和 (i,j,k) =1 立即 可 得 (1.6.3) 式 . 

例 1.6.2 已 知 点 A, B,C,D 的 直角 坐标 为 A(2,3,1),B(4,1, 一 2)， 
C(6,3,7),D( 一 5, 一 4,8), 求 以 它们 为 顶点 的 四 面体 体积 和 从 顶点 D 所 引 的 高 的 
长 度 . 

解 说 =(2,-2,-3),AE=(4,0,6), 人 起 =(-7,-7,7). 四 面体 ABCD 的 
体积 V 等 于 以 AB ,AC ,AD 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 ,因此 


v=21(2B,AC,2D)1 = =51 并 


(a,b,c)= (1.6.3) 


又 全 ABC 的 面积 
s=712Bx2C| -六 14(-3， -6,2)|= 14. 
所 以 从 顶点 D 所 引 的 高 的 长 度 
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例 1.6.3 证 明 : 对 任意 四 个 向 量 ae,b,c,d ,有 
CC a*d 


ee (1.6.4) 


(axp) (cxd)= 


(1.6.4) 式 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 人 恒等式 . 

证 明 (axb):(cxd)=[bx(cxd)j:a 
=[(b.d)c-(bc)d].a 
=(b:d)(a:c)—(b:c)(a:d) 

a*c a 
bc 50d 


习 题 1.6 


1. 证 明 下 列 等 式 : 

(1) (a,b,Aat+ubt+ce)=(a,b,c); 

(2) (atb,bte,c+a)=2(a,b,c). 

2. 证 明 : 若 aex5+5xc+tcxa=0, 则 a,b,c 共 面 . 

3. 已 知 直角 坐标 系 中 向 量 a,65,c 的 分 量 ,判别 这 些 向 量 是 否 共 面 ? 如 果 不 共 面 , 求 出 以 它 
们 为 三 邻 边 作成 的 平行 六 面体 体积 . 

(1) a(3,4,5),6(1,2,2),c(9,14,16); 

(2) a(3,0,—1),b(2,—4,3),c(—1,—2,2). 

4. 证 明 :(axb,bxe,cXa)=(a,b,c). 

5. 设 a,b,c 为 三 个 不 共 面 的 向 量 , 求 任意 向 量 d 关于 a ,b,c 的 分 解 式 

d=xat+wwB+x 

中 的 诸 系 数 z,y,z. 

6. 证 明 : 

(1) (axb)x(cxd)=(a,b,d)c—(a,b,c)d; 

(2) (axb)x(cxd)=(a,c,d)b— (b,c,d)a. 

7. 证 明 : 对 任意 四 个 向 量 a,b,c,d, 有 

(b,c,d)at+(c,a,d)b+(a,bd)c+(b,a,c)d=0. 
8. 证 明 :(axb,cxd,eXf)=(a,b,d)(c,e,f)-(a,b,c)(d,e,f). 
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平面 和 直线 是 空间 中 最 简单 同时 也 是 最 基本 的 几何 图 形 .在 空间 取 定 坐标 系 
后 ,它们 的 一 般 方程 都 是 用 线性 方程 来 表示 ,因此 称 之 为 线性 图 形 . 本 章 采 用 坐标 
法 与 向 量 法 相 结 合 ,首先 建立 平面 和 直线 的 方程 ,然后 探讨 这 些 线性 图 形 的 几何 性 
质 , 主 要 是 它们 的 位 置 关系 以 及 相关 的 度量 问题 . 


2.1 平面 和 直线 的 方程 


读者 熟悉 确定 空间 中 一 个 平面 的 条 件 , 例 如 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 ,一 条 直 
线 和 此 直线 外 的 一 点 ,两 条 相交 直线 或 两 条 平行 直线 等 ,并 且 这 些 条 件 又 是 相互 联 
系 的 .为 使 用 向 量 法 来 研究 ,我们 利用 "一 个 点 和 两 个 不 共 线 向 量 可 惟一 确定 一 个 
平面 "这 一 事实 展开 对 平面 方程 的 讨论 . 


2.1.1 仿 射 坐标 系 下 的 平面 方程 


取 定 一 个 仿 射 标 架 {O; el, es ,es . 设 已 知 点 Mo( xo, yo， xz0) 和 两 个 不 共 线 向 
量 w = (X;,Y;,2;)(i=1,2), 求 通过 点 Mo 且 与 向 量 wi, wv, 平行 的 平面 x 的 方程 
(图 2.1). 


图 2.1 


点 M(z,y,z)E 平 面 x 当 且 仅 当 向 量 Mo M ,vi, vz 共 面 .因为 vi 与 v 不 共 
线 ,所 以 Mu M ,vi ,vz 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 惟一 的 实数 A ,Aw 使 得 


Mo M=Avi+ v2. 
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记 Mo,M 的 位 置 向 量 分 别 为 re 和 r, 则 RM 太 =r 一 ro, 并 且 上 式 可 写 为 
r=rotAvit pv. (2.1.1) 
(2.1.1) 式 称 为 平面 x 的 向 量 式 参数 方程 ,其 中 4 , 为 参数 ,vi 和 vw, 叫做 平面 x 
的 方位 向 量 .将 坐标 代入 (2.1.1) 式 中 , 则 有 
X= xotAXi+ AX2， 
上 ae (2.122) 
z= zo+ AZ1+ p22, 
(2.1.2) 式 称 为 平面 x 的 坐标 式 参数 方程 . 
由 于 三 向 量 共 面 可 用 它们 的 混合 积 为 零 来 刻画 ,因此 Mo 邓 ,wi,vz 共 面 当 且 
仅 当 (Mo 放 ,vi, v2) =00, 于 是 平面 x 的 方程 可 表示 为 
(r—ro,vi,v>)=0 (2.1.3) 
或 
XTXo0 yy TY X72Zo 
XI] Yi Z1 
和 2 Y2 Z2 
(2.1.3) 式 与 (2.1.4) 式 称 为 平面 x 的 点 位 式 方程 ,它们 分 别 用 向 量 与 坐标 的 形式 
表示 . 
将 (2.1.4) 式 按 第 一 行 展开 ,有 


=0, (2.1.4) 


Azr+By+ Cz+D=0, (2.1.5) 
其 中 
Y1 Zi Z1 Xi Al | 
A= ， 一 ; = ， 用 = 一 (Azo 二 十 Cz0). 
YY 放 2 本 蕊 ”和 萄 Cao Bs Cn) 


因为 v1 ,vz 不 共 线 , 据 命题 1.$.1,A ,B,C 不 全 为 零 . (2.1.5) 式 叫做 平面 x 的 一 
般 方程 , 它 说 明 空间 任 一 平面 都 可 以 用 关于 z,y,z 的 三 元 一 次 方程 来 表示 . 
反 过 来 , 变 元 zx,y,z 的 任意 一 个 一 次 方程 都 表示 一 个 平面 .事实 上 , 任 给 一 个 
三 元 一 次 方程 
Aliz+By+Clz+Di=0， 
Di 


其 中 Al, Bi, Ci 不 全 为 零 .不 失 一 般 性 , 设 Ai 天 0. 取 点 Mi | x 


.0.0 ] ,并 取 向 
B Ci 
量 m=[- 计 ,1 ) = -是 0 ) 旦 名 uj 和 U2 不 共 线 . 由 点 M1, 向 量 ul 


中 将 等 式 Mo RAT = 入 zi 十 ALO2 两 边 与 vi xX v2 作 数 量 积 也 可 得 到 (Mo M,vi, v2) =0., 
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和 vw2z 所 决定 的 平面 xi 的 方程 为 


了 y-0 z-0 
Ai 
SL 1 0 |=0 
Al 
= 
Ai 
即 
AizT+ Biyt+ Ciz+ Di=0, 
这 说 明 它 表 示 平 面 xl. 


于 是 我 们 证 明了 下 列 定理 . 

定理 2.1.1 在 空间 中 选取 一 个 仿 射 坐标 系 , 则 平面 的 方程 是 一 个 三 元 一 次 
方程 .反之 ,任意 一 个 三 元 一 次 方程 表示 一 个 平面 . 

命题 2.1.1 设 平面 x 的 方程 为 

Ar+Byt+Cz+D=0, 
则 向 量 v (X,Y,Z) 平 行 于 平面 x 的 充 要 条 件 是 
* AX+BY+CZ=0. 
证 明 平面 x 的 方程 中 的 系数 A,B,C 不 全 为 零 ,不 妨 设 A 关 0. 由 定理 


2.1.1 的 证 明 过 程 知 ,ui = ( -三 ,1.0) ,wa = ( -上 ,0,1) 是 平面 的 两 个 方位 向 
量 . 
.平行 于 平面 x 当 且 仅 当 o ,ui,uz 共 面 , 即 


> 
B 
人 1 0 -0， 
C 
人 A 0 1 


展开 后 得 
AX+ BY+ CZ=0. 

推论 2.1.1 设 平面 x 的 方程 为 Ar + By+ Cz+ DD=0, 则 平面 x 平行 于 x 轴 
(或 y 轴 或 z 轴 ) 的 充 要 条 件 是 A=0( 或 B=0 或 C=0); 平 面 x 过 原点 的 充 要 条 
件 是 刀 =0. 

例 2.1.1 已 知 不 共 线 三 点 M;( zi, yi, zi),i =1,2,3, 求 通过 Mi, M;,, Ms 三 
个 点 的 平面 x 的 方程 . 

解 ” 取 平面 的 方位 向 量 o = Mi RN ,= NM Ms. 设 M(x,y,z) 为 平面 x 


. 38 ， 第 2 章 空间 的 平面 与 直线 
上 的 任意 一 点 , 则 依 公 式 (2.1.4) 得 x 的 方程 为 


本 


2 一 IT WW- -Ll|=0 (2.1.6) 
TX3™ it YY3 1 23™ Xl 
或 
rr vy zz LI 
CD oe (2.1.6) 
2 Wh 1 
x3 WB 加 1 


称 为 平面 x 的 三 点 式 方程 . 
特别 ,如 果 已 知 的 三 点 是 平面 与 三 条 坐标 轴 的 交点 Mi(a ,0,0),M2(0,0,0)， 
M3(0,0,c), 其 中 abc 关 0, 那 么 由 (2.1.6) 式 得 
Ta YY ZZ 
-a b 0 


一 QQ 0 nc 


一 0， 


展开 可 写成 
pcz + acy + abz = abrc, 
因 abc 关 0, 上 式 可 改写 为 


和 (2.1.7) 
a 了 D 5c 


它 叫 做 平面 的 截 距 式 方程 ,a ,b,c 分 别 是 平面 在 x 轴 、y 轴 和 >z 轴 上 的 截 距 . 
例 2.1.2 求 通 过 点 M1(3,2, 一 1) 与 M2( 一 1,0,2), 且 平行 于 z 轴 的 平面 方 
程 . 
解法 一 令 v1= Mi A2 = (—4, —2,3), v= (0,0,1). 显 然 vi 与 vy 不 共 线 . 
过 点 Mi 9 以 ul » U2 为 方位 向 量 的 平面 方程 为 
3 


一 4 却 之 3 =e0; 
0 0 1 
即 
rx-2y+1=0. 
解法 二 ” 设 平 行 于 = 轴 的 平面 方程 为 
Ar+By+D=0, 
因 平 面 通过 点 Mi 和 M2 ,所 以 有 
3A+2B+D=0, 


-A+D=0, 
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解 得 A:B:D=1:(-2):1, 因 此 所 求 的 平面 方程 为 
xX-2y+1=0. 


2.1.2 直角 坐标 系 下 的 平面 方程 


在 空间 给 定 一 个 点 Mo 和 一 个 非 零 向 量 n ,那么 通过 点 Mo 且 与 向 量 n 垂直 
的 平面 是 惟一 确定 的 .我 们 把 n 叫做 这 一 平面 的 法 向 量 . 
取 一 直角 标 架 1O;i,j ,Kk| , 现 求 过 点 Mo( xo, yo, zo) 且 法 向 量 为 n= (A,B， 
C) 的 平面 x 的 方程 . 
任 取 点 M(xz,y,z), 则 点 ME 平面 x 当 且 仅 当 Mo M 与 n 垂直 (图 2.2). 


图 2.2 
记 点 M, Mo 的 位 置 向 量 为 r ,ro, 上 述 条 件 可 写 为 
n°:(r—ro)=0 (2.1.8) 
或 
A(r—-zx0)+B(y— yo)+C(z— 2z0)=0. (2.1.9) 


(2.1.8) 式 与 (2.1.9) 式 都 叫做 平面 的 点 法 式 方程 ，- 

令 D=-(Azo+ Byo+ Czo), 则 (2.1.9) 式 便 成 为 

Ar+By+Cz+D=0. 

由 此 可 知 ,在 直角 坐标 系 下 ,平面 的 一 般 方程 中 的 一 次 项 系数 A ,B,C 就 是 这 个 平 
面 的 法 向 量 * 的 分 量 ,具有 简明 的 几何 意义 . 

特别 地 ,如 果 点 Mo 是 原点 向 平面 x 所 引 垂 线 的 垂 足 已 . 又 平面 x 的 法 向 量 取 
成 单位 法 向 量 n°, 并 且 当 平面 不 过 原点 时 ,规定 n? 的 正 向 与 G 态 相同 (图 2.3) , 即 
由 原点 指向 平面 ; 当 平 面 过 原点 时 ,nr 的 正 向 在 垂直 于 平面 的 两 个 方向 中 任 选 一 
个 . 设 1C 访 | = pp, 则 O = pn?. 据 (2.1.8) 式 ,平面 x 的 方程 为 

ne:(r — pn’)=0, 

即 
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nr— p=0, (2.1.10) 
它 叫做 平面 的 向 量 式 法 式 方程 .写成 坐标 形式 , 设 n= (cosa ,cosg,cos7y ) ,其 中 a， 
B,7Y 是 向 量 n? 的 三 个 方向 角 , 则 (2.1.10) 式 可 写成 
Zcosa + ycosB + xcosy ~ p=0, (2.1.11) 
它 称 为 平面 的 坐标 式 法 式 方程 . 


平面 的 坐标 式 法 式 方 程 也 是 一 种 一 般 方程 ,但 它 满足 两 个 条 件 :@ 一 次 项 系数 
的 平方 和 等 于 1,@ 常 数 项 - p 生 0. 将 直角 坐标 系 下 平面 的 一 般 方程 
Ar+By+Cz+D=0 
化 为 法 式 方程 , 需 将 法 向 量 n = (A ,B,C) 单 位 化 ,只 要 以 
1 
VA:+Bi+C? 
乘 一 般 方程 即 可 ,其 中 4 的 正 负 号 选取 满足 1D = 一 bp<0. 或 者 说 当 D 关 0 时 , 取 4 


的 符号 与 忆 异 号 ; 当 D=0 时 ,4 的 符号 可 以 任意 选取 .因子 人 = + 


V A+Bi+C? 
在 取 定 符号 后 称 为 平面 的 法 式 化 因子 . 
例如 ,在 直角 坐标 系 下 已 知 平面 x 的 方程 为 3x -2y+6z+14=0, 那 么 它 的 


法 式 方程 是 ~ 廊 z + 过 yz -2= 0. 原 点 指向 平面 x 的 单位 法 向 量 n = 


> 
( -> 汉 -了 |) ae 
7 7- 


me 
|n| 


2.1.3 空间 直线 的 方程 


在 空间 给 定 一 个 点 Mo 和 非 零 向 量 w ,那么 过 点 Mo 且 与 向 量 v 平行 的 直线 
便 惟 一 确定 ,向 量 v (以 及 kv ,k 关 0) 叫 做 直线 的 方向 向 量 . 现 推导 直线 方程 (图 
2.4). | 
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取 定 仿 射 标 架 {O; ei, e2,e3|. 设 点 Mo 的 坐 
标 为 (zo,yo, zo)， v =(X， Le Z), 则 点 M(xz,y, 
xz)E 直线 / 的 充 要 条 件 是 向 量 MoM 与 v 共 线 ， an 
存在 惟一 的 实数 i ,使 得 

Mo M=1v. 
记 Mo,M 的 位 置 向 量 分 别 为 ro 与 7, 则 上 式 可 写 
为 


r=rottv, (2.1.12) 
它 叫 做 直线 1 的 向 量 式 参 数 方程 ,: 为 参数 .用 坐 图 2 4 
标 表 示 , 则 有 
X= zxot+ Xi, 
ow (2.1.13) 
z= zot+ 2t, 


(2.1.13) 式 称 为 直线 ! 的 坐标 式 参 数 方程 . 
从 (2.1.13) 式 消去 参数 便 得 到 直线 ! 的 标准 方程 
之 一 Xo yy0 To 
区 二 (2.1.14) 
由 于 这 一 表达 式 具 有 对 称 性 ,又 称 为 直线 ! 的 对 称 式 方程 ,其 中 X,Y,2Z 或 与 它 成 
比例 的 一 组 数 ! ,mm ,zz( 即 /2 :2:72=X:Y:Z) 叫 做 直线 7 的 方向 数 . 
(2.1.14) 式 中 的 X,Y,Z 有 可 能 为 零 ,为 此 我 们 约定 :(2.1.14) 式 中 某 分 式 的 
分 母 为 零 就 表示 分 子 也 为 零 (约定 的 合理 性 留 给 读者 ). 例 如 当 X=0 时 ,方程 
(2.1.14) 式 应 理解 为 
TX—7xo=0, 
| 


了 让 

空间 任意 两 点 可 惟一 确定 一 条 直线 ,读者 容易 导出 经 过 点 Mi(ziyy zi)(i= 

1,2) 的 直线 方程 是 
一 (2.1.15) 
2 XI YTV 27 XI 

它 叫做 直线 的 两 点 式 方程 . 

任意 一 条 空间 直线 也 可 以 看 作 某 两 个 相交 平面 的 交 线 . 设 平面 x; 的 方程 为 

Ax+By+CZ+D;=0, i=1,2. 

下 一 节 将 证 明 : 如 果 Al:Bi:Ci 关 A2: Bs:C;, 那 么 平面 xf 和 rz 相交 .直线 ! 作为 
相交 平面 xy 和 x; 的 交 线 , 它 的 方程 由 这 两 个 平面 方程 组 成 的 方程 组 来 表示 , 即 
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ee 本 
A2 工 十 By+ C2z + D,=0, 
它 称 为 直线 ! 的 一 般 方程 . 
在 直角 坐标 系 {O;i,j ,ki 下 ,直线 / 的 方向 向 量 可 取 成 单位 向 量 
v= (cosa , cosB ,cos7 ) ， 


这 时 / 的 参数 方程 为 


r=rottw 


X= xzot tcosa, 
y= yo + tcosp, 
z= zot+ tcosy, 


其 中 参数 上 的 绝对 值 恰好 是 直线 1 上 的 两 点 Mo 与 M 之 间 的 距离 ,这 是 因为 


或 


|t|=|r-rol=|Mo MI|. 
这 时 直线 ! 的 对 称 式 方程 则 为 

TX-Xo_ I TY X70o 

cosa cosB cosy 


/的 方向 向 量 v? 的 方向 角 w ,8, 7 与 方向 余弦 cosa ,cos8 ,cos7y 分 别 叫 做 直线 1 的 
方向 角 和 方向 余弦 . 由 于 与 vw? 共 线 的 任何 非 零 向 量 都 可 以 作为 直线 4 的 方向 向 
量 ,因此 x 一 a,x 一 B,x 一 7 以 及 cos(Xx 一 a)= 一 cosa,cos(x 一 有 B)= 一 cosp， 
cos(zt 一 7) = 一 cosy 也 可 以 看 作 的 方向 角 与 方向 余弦 . 


习 题 2.1 


1~$ 题 ,在 仿 射 坐标 系 下 讨论 . 

1. 求 下 列 平面 的 参数 方程 和 一 般 方 程 : 

(1) 过 点 (3,1, 1) 和 (1, 一 1,0) ,平行 于 向 量 v = (一 1,0,2); 
(2) 过 点 (2,1,5),(0,4, 一 1) 和 (3,4, 一 7); 

(3) 过 点 (3,1, -2) 和 >z 轴 ; 

(4) 过 点 (2,5, - 4) ,平行 于 平面 3z -2y+5=0. 

2. 已 知 四 点 A(5,1,3),B(1,6,2),C(5,0,4),D(4,0,6). 
(1) 求 通过 直线 AB 且 平 行 于 直线 CD 的 平面 方程 ; 

(2) 求 三 线段 AB,AC,AD 的 中 点 所 确定 的 平面 方程 . 

3. 化 平面 方程 x+2y- z+4=0 为 截 距 式 与 参数 式 . 

4. 求 下 列 各 直线 的 方程 

(1) 通过 点 4A(-3,0,1) 和 B(2,-5$,1) 的 直线 ; 

(2): 通 过 点 Mo(zo,yo,zo) ,平行 于 二 相交 平面 mi:4Aiz+BoytCz+D=0G=1,2) 的 直 
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线 . 

5. 设 平面 r:Az + By+ Cz +D=0 与 连接 两 点 Mi(zl,yi,zi) 和 M2(zz,y,z2z) 的 线段 相 
交 于 点 M, AM M=AMA 太 .证 明 : 

__Art+By+Czit+D 
Az2z+ 有 By + Cz2z 十 万 - 

以 下 各 题 均 在 直角 坐标 系 中 讨论 . 

6. 求 下 列 平面 的 一 般 方程 : 

(1) 过 点 (3, -$,1) 和 点 (4,1,2) ,垂直 于 平面 zx--8y+3z 一 1=0; 

(2) 原点 O 在 所 求 平面 上 的 正 投影 为 P(2,9, ~6); 

(3) 过 z 轴 且 垂直 于 平面 Sz+y-2z+3=0. 

7. 将 下 列 平面 的 一 般 方程 化 为 法 式 方程 : 


(1) 六 -2y+Sz 一 3=0; (2) zx~y+1i=0; 

(3) x +2=0; (4) 4z 一 4y+7z=0. 

8. 求 自 坐标 原点 向 以 下 各 平面 所 引 垂 线 的 长 和 指向 平面 的 单位 法 向 量 的 方向 余弦 : 
(1) 2x +3y+6z— 35=0; (2) x ~2y+2z+21=0. 


9. 求 下 列 各 直线 的 方程 : 
(1) 通过 点 (1, -S$,3) 且 与 zx 轴 、y 轴 、z 轴 分 别 成 角 60" ,45",120" 的 直线 ， 
(2) 通过 点 (2, ~3, 一 5) 且 与 平面 6x 一 3y 一 5z+2=0 垂直 的 直线 ; 


z+1 


(3) 通过 点 (1,0， - 2) 且 与 两 直线 芋 -= 之 = 2 和 和 = 业 下 = 三 垂直 的 直线 . 
10. 求 经 过 点 (1,0, - 2) 并 与 平面 


xl1:2z+y 一 z 一 2=0 


和 
72: 并 一 y 一 zz 一 3=0 
都 垂直 的 平面 方程 . 
11. 求 与 原点 距离 为 6 个 单位 , 且 在 三 条 坐标 轴 Qzr, Oy, Oz 上 的 截 距 之 比 为 2:0:c= 
(-1):3:2 的 平面 . 
12. 设 点 Mo(zo,y，,zo) 不 在 坐标 平面 上 .过 点 Mo 作 OMo 的 垂直 平面 x, 分 别 与 三 条 坐 


5 
标 轴 交 于 点 A,B,C. 求 证 三 角形 ABC 的 面积 为 一 4 一 一 ,其 中 d=1O 驴 |. 


2|xzoyozol 
13. 已 知 不 在 坐标 平面 上 一 点 P(c,b,c). 试 在 z 轴 、y> 轴 、z 轴 上 分 别 求 点 A,B,C, 使 它 
们 与 点 了 的 连 线 两 两 互相 垂直 ,并 证 明 平面 ABC 平分 原点 O 与 点 了 的 连 线 OP. 


2.2 线性 图 形 的 位 置 关 系 


空间 的 平面 和 直线 的 一 般 方程 是 三 元 一 次 方程 以 及 两 个 独立 的 三 元 一 次 方程 
组 成 的 方程 组 ,因此 平面 和 直线 称 为 线性 图 形 . 直线 是 一 维 的 ( 单 参数 族 的 点 集 )， 
平面 是 二 维 的 ( 双 参 数 族 的 点 集 ) .点 也 可 看 作 零 维 线性 图 形 , 它 可 以 用 三 个 独立 的 
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线性 方程 表示 .本 节 讨论 线性 图 形 的 位 置 关 系 主要 是 平面 与 平面 平面 与 直线 以 及 

直线 与 直线 之 间 的 位 置 关 系 ,包括 平行 .重合 .相交 等 .对 于 这 些 有 关 直 线 、 平 面 的 

结合 问题 以 及 相交 、 共 线 、 共 面 等 仿 射 性 质 , 采 用 一 般 的 仿 射 坐标 系 或 者 特殊 的 直 

角 坐 标 系 ,它们 的 结论 都 是 一 样 的 ,我 们 在 本 节 采 用 仿 射 坐标 系 进 行 推导 .我 们 还 

可 考虑 点 与 直线 以 及 点 与 平面 的 关系 , 即 点 在 直线 (平面 ) 上 或 之 外 .在 仿 射 坐标 系 
下 ,只 需 将 点 的 坐标 代 人 直线 方程 或 平面 方程 便 可 判定 ,不 再 闭 述 . 


2.2.1 两 平面 的 相关 位 置 


两 平面 的 相关 位 置 有 三 种 可 能 情形 , 即 相 交 、 平 行 与 重合 . 如何 从 两 平面 的 方 
程 来 判断 它们 属于 何 种 情形 呢 ? 
定理 2.2.1 在 仿 射 坐标 系 下 , 设 二 平面 的 方程 为 
Ni:Aiz+Biy+ Ciz+ Di=0, 
Xn2:A2rt+ Byy+ Caz + D,=0, 
那么 
(1) Ai 与 Wy] 相交 于 一 直线 的 充 要 条 件 是 A1:Bi: ClxA,: By: C2; 
B! Ci Di 


(2) ri 与 rz hv = 三 已 过 万 ; 


(3) ri 与 rz 重合 的 充 要 条 件 是 全 = = = De 
证 明 ”充分 性 .平面 xi 与 xz 的 相关 位 置 取决 于 线性 方程 组 
eo + Biy+ Ciz Di =0， 


2.2.1 
Azr+By+ Cz+D,=0 ( ) 


的 解 的 情况 . 
(1) 假设 Ai: Bi:Ci 关 A2:B,: C2, 那 么 下 面 三 个 2 阶 行列 式 
A!: Bi Al Ci Bi Ci 
A, Bs| |A, Cs|” |B, CC 


不 全 为 零 ,不 妨 设 第 一 个 行列 式 不 为 零 .在 方程 组 (2.2.1) 中 令 z=0, 得 


4iz+By+Di=0， 
人 a) 
因 方 程 组 (2.2. 2) 的 系数 行列 式 | 中 za， 所 以 它 有 惟一 解 , 设 为 x = zo,y== 


Yo. 于 是 z= X00 二 Y0; 之 一 0 de 2 员 区 天 关节 让 71 和 T2 有 公共 
点 ,并 且 第 三 个 坐标 为 零 的 公共 点 只 有 一 个 , 即 (zo,yo,0). 而 方程 组 (2.2.2) 的 第 
一 个 方程 有 无 穷 多 个 解 , 设 它 的 另 一 个 解 为 z= zi, y= yi, 于 是 点 (zi, y1,0) 
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Erl, 但 (zi,yi,0) x2. 从 而 | 与 NA2 相交 . 
(2) 由 已 知 条 件 知 ,存在 实数 A 关 0 使 得 
A2=XA1, Bs2=XB1, C2=AC1, D2AD1. 
于 是 方程 组 (2.2.1) 变 成 
te 


D, 
Aixr+ Biy+ Czt+ =0. 


因为 Di 尖 守 ,所 以 上 述 方程 组 无 解 ,ri 与 没有 公共 点 , 即 xt 与 x 平行 
(3) 由 条 件 知 存在 实数 和 天 0 使 得 
A;=AA1, B=AB1, C2=AC1, D;,= ADi, 
这 时 方程 组 (2.2.1) 变 为 一 个 方程 Aiz+ Biy+ Ciz + Di=0, 因 此 xi 与 x 重 


心 
局 。 


必要 性 .利用 以 上 结果 ,使 用 反 证 法 可 得 . 
由 上 可 知 , 当 Ai: Bi:Ci 关 Az: Bz: Cz 时 ,相交 平面 xi 和 x 的 交 线 ! 可 表 为 
Aiz+Biy+Ciz+Di=0， 
ER 
问 : 如 何 把 直线 /1 的 一 般 方 程 (2.2.3) 化 成 标准 方程 呢 ? 不 失 一 般 性 , 假设 


(2.2.3) 


Si | z0 ,那么 由 (2.2.3) 式 中 的 两 式 分 别 消去 》 和 = ,得 
Bi Ci B! Di 
-a B, C» B, 也 
A! Bi A!: Bi 
A, 了 A, 也 
C! Ai D: A 
C»> A, D, A, 
”| A 
A:z B, 4 B; 
从 而 得 直线 1 的 标准 方程 
1 人 »》 0 区 之 ”Z0 
Bi Ci C1 Al A! Bi 
B, Ca C2 A, 42 了 


式 中 
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B， D， Di 交 
B, D, D, 4， 
TX0= 让 BB|' YA Bil’ zo=0. 
A, B, 4 B, 
由 此 可 以 看 出 ,给 定 直 线 的 一 般 方程 (2.2.3), 它 的 方向 向 量 可 取 为 
BC IC A| IA:! Bi 
-| B, Cl '|C, Az| |4 B2 | 


利用 上 述 办 法 可 将 直线 的 一 般 方程 化 成 标准 方程 ,希望 读者 掌握 要 领 而 不 必 
去 记 有 关公 式 . 下 面 通 过 举例 来 说 明 方 法 . 
例 2.2.1 化 直线 1 的 一 般 方程 
ee 
2X+y—-3z—-1=0 
为 标准 方程 . 
解 ” 因 2:1:1 关 2:1:( 一 3), 上 述 方程 组 确实 表示 一 条 直线 .下 面 给 出 两 种 解 
法 . 
解法 一 ” 先 求 出 直线 ! 上 的 一 个 点 ,然后 求 /1 的 一 个 方向 向 量 . 


因为 y,z 的 系数 行列 式 | : 天 0, 可 令 z=0, 解 方程 组 


y+z—5=0, 
y—3z—1=0, 


得 ! 上 一 点 (0,4,1). 
设 ! 的 方向 向 量 " =(X,Y,Z). 因 v 平行 于 这 两 个 相交 平面 , 据 命 题 2.1.1， 


2X+Y+Z=0, 
ee Y-32Z=0. 
解 得 Z=0,2X+Y=0, 因 而 X:Y:Z=1:(-2):0. 取 pmp =(1, 一 2,0) ,直线 ! 的 标 
准 方程 为 


4 部 = 

1 -2 0 
解法 二 ”由 原 方程 分 别 消去 y 与 z, 得 

之 二 1， 

y= ~2zx+4, 

从 而 得 直线 1 的 标准 方程 
xX-2_ ?了 _z-l 
1 -2 0 
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2.2.2 直线 与 平面 的 相关 位 置 


直线 与 平面 的 位 置 关 系 有 三 种 情形 , 即 相交 平行 和 直线 在 平面 上 . 
命题 2.2.1 在 仿 射 坐标 系 中 , 设 直线 /1 与 平面 的 方程 分 别 为 
六 一 Z0_ I- _z- Yo 
X Y 2 
Xx:Ar+By+Cz+D=0, 


(1) 2 与 x 相交 的 充 要 条 件 是 AX+ BY + CZ 天 0; 
(2) 1 与 x 平行 的 充 要 条 件 是 AX+ BY+ CZ=0 且 Azro+ Byo+ Czo+ DD0; 
(3) /在 x 上 的 充 要 条 件 是 AX+BY+ CZ=0 且 Axo+ Byo+ Czot+DD=0. 
证 明 提示 :利用 命题 2.1.1. 
例 2.2.2 试 求 a 与 8 的 值 使 得 直线 
ee 
, 3rz+pBy+z-6=0 
在 平面 z=0 上. 


解 因 xz,xz 的 系数 行列 式 | za , 故 在 直 二 ! 的 方程 中 , 取 y=0, 由 下 列 
方程 组 
人 
3z+z—6=0 
解 得 z=3+a,z= 一 3(1+ a)， 于 是 点 (3+ a， 0, 一 3(1+a))E€1L. 又 直线 1 的 方向 
1 


问 量 
-21||11 So te 
-人 (| |， 3 |)= 2 Po: 


依 题 意 ， 0 平和 和 平面:- 0, 且 点 (3+a,0, 一 3(1+a)) 在 平面 z=0 上 ,因此 有 
B+6=0, -3(1+a)=0， 
于 是 a= -1,8= 一 6 为 所 求 的 值 . 


2.2.3 两 条 直线 的 相关 位 置 

两 条 直线 之 间 的 位 置 关 系 是 共 面 或 异 面 . 在 共 面 的 情况 下 ,又 有 相交 、 平 行 与 
重合 三 种 情形 . 

在 仿 射 坐标 系 中 , 设 直线 Li; 过 点 Mi (zi » Vis z; ), 方 问 问 量 为 v;(X;， Y 2;), 
i 二 1,2, 那 么 它们 的 标准 方程 为 
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2 从 图 2.5 易 见 ,两 直线 41 与 /> 的 相关 位 置 取决 
于 三 个 向 量 MIM2 ,ol,v? 的 相互 关系 . 
(1) 41 与 /2 异 面 伪 MiNM2 ,ui,oz 不 共 面 ; 
(2) 4 与 i 相交 今 MiM2, v1, vs 共 面 , 且 
Mh 人 1 ml 与 wz 不 共 线 ; 
(3) 51 与 lz 平行 后 wm 与 v2 共 线 (这 时 
国 和 5 Mi RM ,ci,u 必 共 面 ) 但 不 与 MiM2 共 线 ; 
(4) 11 与 lz 重合 会 M M2 ,pi 与 v2 共 线 . 
因此 我 们 有 
命题 2.2.2 直线 /1 与 /2 如 上 面 所 述 . 
(1) li 与 l2 异 面 富 (Mi NM2， vi, 02) 天 0; 
(2) li 与 Ll» 相交 后 (CMi M2,vi,v2)=0 且 vi, v2 不 共 线 ; 
(3) 1 与 ls 平行 全 vi 与 v2 共 线 但 和 M1 RM2 不 共 线 ; 
(4) li 与 L2 重合 全 oil, pz, M1 NM2 为 共 线 向 量 . 


用 坐标 表示 , 则 有 
之 Vi YY Xi . 
一 二 一 一 一 一 | 
推论 2.2.1 设 直线 1,: 元 Y zi 1,2, 则 
- X2 1 YY 2Zz2 一 之 
(1)71 与 ls 是 异 面 直线 今 A=| XI Yi Z1 | 天 0; 
太 2 Y> Z2 


(2) 41 与 ls 相交 于 一 点 全 4A=0 且 Xi: Yi:2Z1 关 XX2: Y2:22; 
(3) 11N I2SOX1: Yi1:21= X2: Y2: ZK (7T2— Ty ~ 1): (22 21); 
“(4) 4 与 /2 重合 会 XI:Y1:Z =X2:Y2:2Z2=(zz 一 2Z1):(3y2 一 32) (z2 一 
21) . 
一 
例 2.2.3 求 与 直线 /0: _ 平行 且 与 下 列 两 条 直线 
Z 二 yy 一 z+4=0 
li:t=3+t,y= -1+2i:,z=4t 和 /2:Xx= -2+3t,y= —1,z=4-t 
相交 的 直线 方程 . 
-3 1 | 1 a 


解法 一 直线 1 的 方向 向 最为 | 人 


jn 


2.2 线性 图 形 的 位 置 关系 :和 


因 所 求 直 线 ! 与 上 0 平行 , 取 wo= (1,1,2) 作 为 lo 因而 也 是 ! 的 方向 向 量 . 如 果 能 找 
到 1 所 经 过 的 一 个 点 ,就 可 写 出 7 的 对 称 式 方程 . 
设 1 与 的 交点 Pi 对 应 的 参数 为 z1, 则 Pi 的 坐标 为 (3+ zi1, 一 1+2t1,471). 
设 : 与 22 的 交点 Ps 对 应 参数 1,, 则 P, 的 坐标 为 (一 2+ 31,, 一 1,4 一 zz). 那么 
PiP=(3t2—t1-5,—2t1,—4t1- t2+4) 
也 是 直线 7 的 方向 向 量 ,因此 1 与 vo 共 线 ,立即 得 到 


3t2—t1-5 -2t1 —4ti1-t2+4 


1 1 2 ? 
解 得 t1 = 一 7,t,=4, 于 是 ! 经 过 点 P,(10, -1,0), 它 的 标准 方程 为 
xz-10 y+1_z 
1 2 
解法 二 ”由 上 已 求 得 / 的 方向 向 量 wvo= (1,1,2). 又 1 过 点 M1(3, 一 1,0), 方 
向 向 量 w; = (1,2,4). 1 过 点 M2( 一 2, 一 1,4), 方 向 向 量 v2 = (3,0, 一 1). 
直线 1 与 相交 ,那么 ! 必 落 在 经 过 点 Mi ,方位 向 量 为 wo,vwl 的 平面 上 ,该 平 
面 方程 为 
a £0 0 


1 1 2|=0, 

1 2 4 
展开 得 

2y— z+2=0. 


同 理 ,! 又 落 在 经 过 点 M2 ,方位 向 量 为 wo,vmz 的 平面 上 , 它 的 方程 是 
2 并 Wtl 4 
1 1 2 
3 0 = 沪 


=0， 


即 
xz-7yt+3z-17=0. 
所 求 的 直线 ! 的 一 般 方 程 为 
I -z+2=0, 
Z 一 7y+3z 一 17=0. 
因为 直角 坐标 系 是 特殊 的 仿 射 坐标 系 , 因此 本 节 以 及 上 一 节 的 所 有 结论 在 直 
角 坐 标 系 下 自然 成 立 .也 正 因 为 直角 坐标 系 的 特殊 性 ,使 得 平面 的 一 般 方 程 Az + 
By+ Cz+DD=0 中 的 一 次 项 系数 组 成 平面 法 向 量 的 分 量 ,具有 鲜明 的 几何 意义 . 
下 面 将 对 已 介绍 的 部 分 结论 给 予 几何 解释 . 
(1) 命题 2.1.1 陈述 了 向 量 w ( 基 , 了 ,2Z) 与 平面 x:Ax+ By+ Cz+D=0 平 
行 的 充 要 条 件 . 
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在 直角 坐标 系 下 ,平面 x 的 法 向 量 n = (A ,B,C), 因 此 
向 量 v 平行 于 平面 x 人 Sv 与 垂直 ， 
即 


证 


(2) 定理 2 汉语 讨论 平面 AXAi:Aiz+ Bjy+ Ciz+ Di =0 与 Nn2: A2x 十 By 十 
C2z + D,=0 的 位 置 关 系 . 

在 直角 坐标 系 下 ,平面 NX; 的 法 向 量 n; = (A;,B;,C,),i=1,2. 于 是 

Ani 与 A2 相交 兮 mi 和 有 2 不 共 线 
41:Bi:CI 关 A):B2:C)，. 

在 这 种 情形 下 , 求 x! 和 rz 的 交 线 1 的 方向 向 
量 vw 可 以 更 为 直观 (图 2.6). 因 为 mw 上 zi 且 w 上 
12, 所 以 z 与 n1X nz 共 线 ,不 妨 取 mw = ni xm2z， 它 

C1 Ai A! Bi 


的 分 量 丛 为 
将 | C: Azl'|A, B, ) 


BI Ci 
两 平面 平行 或 重合 这 两 种 情形 , 留 给 读者 讨 


_ 用 举 标 表示 、 


> 3 


B, C2 


论 . 


(3) 命题 2.2.1 谈 及 直线 1 与 平面 ry Ct 


DD=0 的 位 置 关系 ,我 们 仅 讨论 平行 情形 . 
在 直角 坐标 系 下 ,平面 x 的 法 问 量 n= (4 ,B,C) ,直线 7 的 方向 向 量 o = (X， 
Y,ZD) ,又 点 Mo(zoyyoyzo)EZ .那么 


1N/ rv Ln, 且 点 M0 人 xz 人 mg =0 且 点 Mo&x AH+ BYT+ CZ 
=0 且 Azo+ Byo+ Czo+ D0. 

由 上 可 见 , 诸 结论 在 直角 坐标 系 下 获得 了 简明 的 几何 解释 ,不 仅 几何 直观 强 ， 
便于 记忆 ,而 且 证 明 也 变 得 简洁 .那么 有 读者 可 能 会 问 : 还 有 必要 采用 仿 射 坐标 系 
吗 ? 

例 2.2.4 证 明 每 一 个 平行 六 面体 的 三 条 对 角 线 交 于 一 点 而 且 互 相 平分 . 

证 明 已 给 一 个 平行 六 面体 ,其 顶点 为 O,A,D,B,E,C,F,G( 图 2.7). 

选取 仿 射 坐标 系 如 下 : 取 O 为 原点 ,el = OA ,es= OB ,es= OC 作为 基 向 量 . 
在 该 坐标 系 下 ,六 面体 的 八 个 顶点 的 坐标 是 O (0,0,0),A(1,0,0),B8(0,1,0)，, 
C(0,0,1),D(1,1,0),E(0,1,1),F(1,0,1),G(1,1,1). 利 用 直线 的 两 点 式 方程 ， 
可 以 得 到 : 


2.2 线性 图 形 的 位 置 关系 . S1 - 


连接 点 O 与 G 的 直线 4 的 方程 为 x = 
?一 之 


连接 点 A 和 五 的 直线 ?2 的 方程 为 


连接 点 C 与 的 直线 1 的 方程 为 也 


| 
1 


= 
因为 4, 12, 13 中 每 两 条 的 交点 都 是 
M |( 记 , 广 , 广 ), 所 以 三 条 对 角 线 交 于 一 点 


AM, 并且 不 难看 出 M 是 OG ,AE 及 CD 的 中 点 . 
由 本 例 ( 以 及 本 节 习 题 ) 可 见 , 适 当选 取 坐 标 系 可 以 简化 证 明 ,并 看 出 使 用 仿 射 
”坐标 系 带 来 的 方便 . 


习 题 2.2 


1. 判别 下 列 各 对 平面 的 相关 位 置 : 


(1) z+2y-4z+1=0 与 扩 + 六 ~z+5=0; 


(2) 2x—y-2z—5=0 与 x+3y-z-1=0; 
(3) 3z+9y-6z+2=0 与 2r+6y-4z+ 全 =0 


2. 按 下 列 条 件 确定 ,m,n 的 值 : 
(1) 27+my+3z-5=0 与 lr~6y 一 6z +2=0 表示 二 平行 平面 ; 
(2) (1 -3)z+(m+i)y+(2=-3)z+8=0 和 (m+3)z+(2 -9)y+(( -3)z-~16=0 表 
示 同 一 平面 . 
3. 将 下 列 直 线 的 一 般 方程 化 成 标准 方程 : 
Xt+y+z—-3=0, z+y-z=0, 
如 3z 一 3y 十 S$z 一 4=0; 2 r=2; 
27+y~z+t+1=0, 
3) 3T—-y-2z—-3=0. 
4. 判别 下 列 直线 与 平面 的 相关 位 置 : 
(D 2 -2 弛 =- 二 与 4z-2y-2z=3i 
Sr—-3y+2z—5=0, 


与 47~3y+7z-7=0; 


TX 二 t, 
(3) -= 与 3z 一 4y+7z--10=0. 
z=9t—4 
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5. 求 下 列 平面 的 方程 : 


(1) 过 点 (2,0, 1) 且 通过 直线 1 一 盖世 2 
tl E 27 -ytz-3=0,0, 
(2) 通过 直线 2 


6. 确定 < 的 信使 二 


4 5 

2—-a 2 p+6 

同时 平行 于 平面 3z -2y+2z=0 和 zz+3y-3z+1=0. 
7. 判别 下 列 各 对 直线 的 相关 位 置 : 


(1) Ke | 
y=3z+2 3y=6+ zx; 

(2) TXT-2y+2z=0, T+2y—-z—11=0, 
3T+2y—-6=0 2x+z—-14=0; 
Xx-3_y-8_z-3 +3 Wt7. 2 

(3) 3 -1 1 与 一 3 2 4 

8. 求 直 线 


Aiz+ Bly+ Ciz+ D'=0, 
Azr+ By+ Cz+D;,=0 


与 z 轴 相 交 的 条 件 . 
9. 求 由 下 列 条 件 所 确定 的 直线 方程 : 
(1) 过 点 (1,0, -2) ,平行 于 平面 x-2y+ z 一 1=0 且 与 直线 二 1+2t,y=1,z=1-—1 


相交 ; 
(2) 过 点 (4,0, 一 1) 且 与 下 列 二 直线 相交 ,它们 的 方程 为 
| Xt+y+z=1, X= 
27—-y— z=2 2T+4y— z=4; 


(3) 平行 于 向 量 (8,7,1) 且 与 下 列 两 条 直线 
z+ = 包 三 + 之 
et 
相交 . 
10. 在 和 ABC 中 , 设 P,Q,R 分 别 是 直线 AB,BC,CA 上 的 点 ,满足 
=1PB, B=/@, R=vR2. 
证 明 :4Q ,BR ,CP 共 点 的 充 要 条 件 是 yw =1. 
11. 用 坐标 法 证 明净 维 定理 :车 三 角形 的 三 边 依次 被 分 割 成 和 :py,v:X,p:v, 其 中 4,p,y 均 
为 正 实数 , 则 此 三 角形 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 线 交 于 一 点 . 
12. 已 知 点 Mo(zo,yo,zo) 和 两 个 平面 
Ni:Axrt+By+Cz+D;,=0, i=1,2. 
试 讨论 过 点 Mo 并 且 与 平面 xl, xz 都 平行 的 直线 . 
以 下 两 题 在 直角 坐标 系 下 讨论 . 
13. 求 下 列 直 线 的 方程 : 
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(1) 在 Orz 面 上 ,通过 原点 且 垂直 于 直线 
zx-2_y-1_z-5 


3 3 


(2) 过 点 (2, -1,3) ,与 直线 


垂直 相交 ; 
(3) 从 点 (2, -3, 一 1) 引 向 直线 


的 垂 线 ; 
(4) 在 平面 x:z+y+z+1=0 内 ,过 直线 
y+z+1=0, 
‘|z+2z=0 
与 平面 x 的 交点 且 与 直线 1 垂直 . 
14. 已 知 点 M1(1,0,3) 和 M2(0,2,5) 以 及 直线 


ee le Bi 2 
J 3 


设 和 Ni, 和 > 分 别 为 Mi ,RM 在 《 上 的 夭 足 , 求 | NINz| 以 及 N,N, 的 坐标 . 


2.3 平面 束 


我 们 把 空间 中 过 同一 条 直线 ! 的 一 切 平面 的 集合 叫做 共 轴 平面 束 ,i 叫做 平 
面 束 的 轴 . 并 把 空间 中 平行 于 同一 平面 的 所 有 平面 的 集合 叫做 平行 平面 束 . 
本 节 在 仿 射 坐标 系 下 讨论 . 
定理 2.3.1 设 两 个 平面 
rrl:4tZz+By+Ciz+Di=0， 
nr2:A2rt + Boyt+ Cz + D,=0 
交 于 一 条 直线 !, 则 以 i 为 轴 的 共 轴 平面 束 的 方程 是 
(Aiz+By+Ciz+Di)+AAz+By+Czz+D?)=0， (2.3.1) 
其 中 A ,x 是 不 全 为 零 的 任意 实数 . 
证 明 对 于 4,y 的 任意 两 个 不 同时 为 零 的 值 , (2.3.1) 式 表示 一 个 过 直线 / 
的 平面 .事实 上 ,将 (2.3.1) 式 改写 为 
(AA1+ pA2)z + (AB1+ pB2)y + (AC1+t pC2)z + (AD1+ pD2)=0, 
其 中 Ai+ pAz,XB1+ pB2,4Ct + pC2 不 能 全 为 零 ,否则 全 = 下 = 全 ,这 与 本 和 
x2 是 二 相交 平面 的 假设 相 矛 盾 ,因此 (2.3.1) 式 是 一 个 三 元 一 次 方程 , 它 表 示 一 平 
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面 .又 因 xi 与 xz 的 交点 坐标 既 满 足 平面 xi 的 方程 ,又 满足 平面 rz 的 方程 ,因此 
必 满 足 方程 (2.3.1). 于 是 (2.3.1) 式 总 代表 过 直线 / 的 平面 . 
其 次 ,对 于 过 直线 ; 的 任意 一 个 平面 x, 都 可 以 选取 适当 的 X,w 值 ,使 得 r 的 
方程 具有 (2.3.1) 式 的 形式 . 
设 在 平面 x 上 任 取 点 Mo(zo,yo, zo) 使 其 不 在 轴 ! 上 , 即 Mo(zo,yo,zo)Er 
但 Mo 和 .那么 (2.3.1) 式 表示 的 平面 要 过 点 Mo 的 条 件 是 
A(Aizot+ Biyo + Cizo + D1)+ py(A2xot+ Byyo + C2z0 + D,)=0, 
即 要 求 
:=(A2zzo+ Bayo + Cozo+ Ds):[ ~ (Aizot Biyo t+ Cizo+ D1)]. 
因 Mo0KLl, 故 Airzo+ Biyo+ Cizo+ D;(i=1,2) 不 全 为 0, 因 此 平面 x 的 方程 可 写 为 
(2.3.1) 式 的 形式 : 
(4A2zo+ Bayo + Cazo + D2)(Aizx + Biy+ Ciz+ D1) 
—(Aizot+ Biy + Cizo + D1)(Axz + Boy+ Cz + D,)=0. 
类 似 地 有 
定理 2.3.2 设 
ni:AizT+ Blyt+ Ciz+ D1=0, 
n2:A2rT+ Bayt+ Cz+D,=0 
为 二 平行 平面 ,因而 Al: Bi1: Ci= A,:B,:C,, 则 平行 于 平面 x1( 及 xz) 的 平行 平面 
束 的 方程 亦 具 (2.3.1) 式 的 形式 . 
推论 2.3.1 由 平面 r:Az + By+ Cz+DD=0 决定 的 平行 平面 束 的 方程 为 
Ar+By+ Cz+A=0, (2.3.2) 
其 中 4 为 任意 实数 . 
命题 2.3.1 三 个 平面 x;:Air + Biy+ Ciz+ D;=0(i=1,2,3) 相 交 于 一 点 的 
充 要 条 件 是 
A1 Bi OC 
A, B, C, 
A3 Bi C3 
证 明 平面 71，T2，T3 相交 于 一 点 意 指 线性 方程 组 
| +Biy+ Ciz+ Di:=0, 


0. (2.3.3) 


A2x 中 By+ C2 + D,;=0, 
A + B3y+ C3z+ D3=0 
有 惟一 解 .再 由 线性 方程 组 的 克拉 默 法 则 知 (2.3.3) 式 成 立 . 
w= 二 二 1， 


xX+y—-—z+2=0, | 
例 2.3.1 求 经 过 直线 i L2: 5 平 
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行 的 平面 方程 . 
解法 一 ” 设 所 求 的 平面 方程 为 

x:A(X+y—z+2)+ py(47T -3y+z+2)=0, 

即 
(A+t+4py)z+(A—3p)yt+(—Atpy)z+2(A+ 1)=0. 
直线 1 的 方向 向 量 v = ( -1,0,1). /2 平行 于 平面 x, 据 命题 2.1.1, 有 
~—1:(A+4x)+1.(—-A+y)=0, 
2A+3x=0, 

因此 A :y= -3:2, 所 求 平面 方程 为 

—3(z+y—z+2)+2(4z -3y+ z+2)=0, 
即 

ST-9y+5z—2=0. 
解法 二 ”利用 平面 的 点 位 式 方程 来 作 . 在 直线 1 的 方程 中 令 y=0, 则 由 
rx-zt+2=0, 
4x+z+2=0 
4 6 4 6 

解 得 x = -本 5) 故 后 (-5,0,5)E0 又 /1 的 方向 向 量 

1 =] -1 1 “1 
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- Lz 的 方向 向 量 wz = (一 1,0,1), 于 是 所 求 的 平面 方程 为 


gi y 2 
.5 = 中国 
2 a Sg 
-1 0 I 
即 
SzT-9y+5z-2=0. 
例 2.3.2 求 过 点 Mo(0,0, 一 2), 与 平面 
Ani:3T -y+2z—1=0 
平行 且 与 直线 
人 
0 
相交 的 直线 1 的 方程 . 


解法 一 、 求 出 /的 一 个 方向 向 量 v (X,Y,2). 
记 t1 的 方向 向 量 为 vi = (4， 一 2,1), 又 点 M1i(1,3,0) EE 4. 依 题 意 ,1/ 与 Zi 相 
. 交 必 共 面 ,因此 混合 积 (Mo Mi,vi,v )=0, 即 
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130 3 一 0 0=(=2) 
4 > 多 1 
XX Y Z 


=0, 


即 
X+Y-22Z=0. 
又 因为 /与 x 平行 ,所 以 有 
3X—Y+2Z=0. 
联 立 上 述 两 个 方程 解 得 X=0, Y=22Z, 因 此 / 的 方程 为 
TT_y_zxt+2 
0 2 1 
解法 二 “在 过 点 Mo 且 与 平面 ri 平行 的 平面 x 上 , 设 xz 的 方程 为 
3z 一 y+2z+ 效 =0. 
将 Mo 的 坐标 代 人 上 式 , 求 得 DD=4, 故 xz 的 方程 为 
3z -y+2z+4=0. 
l 又 在 过 点 Mo 及 直线 /1 的 平面 x3 上 , xs 的 方位 向 量 可 取 vi = (4, - 2,1) 与 
Mo Mi = (1,3,2) ,因此 rs 的 方程 为 


即 z+y-2z-4=0.7! 作 为 rz 与 xs 的 交 线 ,其 方程 为 
3 一 y+2z+4=0， 
XxX+y-2z—4=0. 
解法 三 求 出 :与 2 的 交点 ,利用 直线 的 两 点 式 方程 写 出 ! 的 方程 . 
设 l 与 1 的 交点 为 M2( x2, y2, Zz2). 因为 M2€11,XMo M: 平 行 于 平面 Al, 
所 以 


zx2-1 -3 2 

| a 

3(x2—0)—(y2—0)+2(z,+2)=0. 
解 方程 组 得 M2 0, 了， 二). 于 是 ! 的 方程 为 


TXT yy 儿 +2 


0 1 E 
有 
即 
Tr 2 
0 2 1 
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例 2.3.3 试 证 两 直线 
| Ciz + Di=0, 
Ax+By+ Cz + D,=0 


A3z+Baiy+ C3z + D3=0, 
A + B4y+ Caz+ D4=0 
在 同一 平面 上 的 充 要 条 件 是 
A!: DB C!: Di 
4 .B, C;, DD; 
A3 Bs3 C3 D; 
A4 B4 C4 Ds 
证 明 必要 性 . 设 直线 11 ,1, 在 同一 个 平面 上 , 则 该 平面 既 属 于 以 /1 为 轴 的 平 
面 束 ,又 属于 以 /2 为 轴 的 平面 束 , 因 此 必 存 在 不 全 为 零 的 实数 A1,42z 以 及 A3,44， 
使 得 
AI(AiIzT+ Biy+ Ciz+ D1)+A(Asxz+ By+ Cz + DD,) 
三 13(A3z.+ Biy+ Caz+ D3)+As(Asr+Bayt+Caz+Dis). (2.3.4) 
通过 比较 系数 得 
AiA1+A2A,— A3A3— XA4A4=0, 
A1Bi1+ XA2B;— A3B3— Na4Ba=0, 
A1C1+ A2C2— A3C3 -Aa4C4=0, 
Di +)2D; -13D3- 14D4=0. 
该 方程 组 可 以 看 作 关 于 41,42, 一 43, 一 A4 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 
条 件 是 


(2.3:5) 


Wi 
B: B, Bs Bl 
‘oo 
D: D, D3 Ds 
即 A=0. 
充分 性 . 如果 A =0, 那 么 方程 组 (2.3.5) 有 非 零 解 *? ,42 ,43 ,X42 ,使 得 恒 等 
式 (2.3.4) 成 立 . 我 们 进一步 说 明 ,在 这 些 非 零 解 中 ,Ar ,42 不 同时 为 零 , 43 ,244 
也 不 同时 为 零 . 若 不 然 ,例如 i =22 =0, 则 由 (2.3.5) 式 得 到 
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-A3 A;3~A4 A4=0， 
—A3 B3— A4 Bas=0,. 
-A3 C3 一 4 C4=0, 
—A3 D3— As Ds=0. 
从 而 A; : A; = B3: B4 = C3: C4 = Ds: D4, 方程 A3x + Bs3y + Csz + D3=0 和 
Aszx + Bay+ Csz + D4=0 表示 两 个 相 重 的 平面 ,这 与 它们 表示 直线 /> 矛盾 . 同 
理 ,A3 ,44 也 不 同时 为 零 . 
这 样 , 恒 等 式 (2.3.4) 表 示 存 在 同时 属于 平面 束 
Mi(AIiz+Biy+ Ciz+ D1)+A2(A2r + By+ C2z+ D2,)=0 
和 
3(A3z+ Bay+ C3z + D3)+As(Asr+Bayt+Caz+ D4s)=0 
的 平面 , 故 4 与 /2 在 同一 平面 上 . 


习 题 2.3 


1. 求 通过 平面 4z-y+3z-1=0 和 xz+Sy-xz+2=0 的 交 线 且 满 足下 列 条 件 之 一 的 平 
面 : 
(1) 通过 原点 ; (2) 与 y 轴 平 行 . 
2. 求 过 直线 
Z+3y 一 5$=0， 
Mi 
并 且 在 = 轴 和 y 轴 上 有 相同 的 非 堆 截 距 的 平面 方程 
3. 在 直角 坐标 系 中 , 求 经 过 直线 
xX+y-2z+1=0, 
2z -2y+ z=0, 
且 与 平面 2z+y+z+1=0 牌 直 的 平面 . 
4. 求 与 平面 zx-2y+3z-4=0 平 行 , 且 满 足下 列 条 件 之 一 的 平面 : 
(1) 通过 点 (1, -2,3); :(2) 在 y 轴 上 截 距 等 于 一 3. 
. 5. 在 直角 坐标 系 下 , 求 与 平面 x+3y+2z=0 平 行 , 目 与 三 个 坐标 面 围 成 的 四 面体 体积 为 
6 的 平面 方程 . . 
6. 在 直角 坐标 系 中 ,由 平面 2z+y-3z+2=0 与 Sz+Sy-4z+3=0 所 决定 的 平面 束 内 ， 
求 两 个 互相 垂直 的 平面 ,使 其 中 的 一 个 经 过 点 (4, -3,1). 
2. 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 三 个 平面 ri:2z+3y 一 4z+5S=0,rz:2z 一 z+7=0,rs: 工 +y 一 
z=0, 求 含 xi,xz 的 交 线 ? 的 平面 x ,使 得 x 与 rs 的 交 线 Li 垂直 于 !. 
8. 证 明 : 任 何 与 直线 


) Air+Biy+ Ciz+ D1i=0, 
人 A2z+B2y+C2zz+D2z=0 
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和 直线 
Asx 二 Bay+ Caz + Ds =0， 


?|Asrt+Bayt+Caz+ Ds=0 


都 相交 的 直线 ! 的 方程 为 
A(AIz+BiytCiz+Di)+y(A2r+ By+ Cz + D,)=0, 
人 +B3y+ C3z+ D3)+py (Asrt+ Bayt+ Csz+ Ds)=0, 
其 中 4A,y 是 不 全 为 零 的 实数 ,A', yp 也 是 不 全 为 零 的 实数 . 
9. 直线 方程 
Aiz+Biy+ Ci1z+ D1=0, 
AxT+ Byt+ Cz+ DD,=0 
的 系数 应 满足 什么 条 件 才 能 使 该 直线 在 坐标 平面 Ozxz 内 . 


2.4 线性 图 形 的 度量 关系 


线性 图 形 的 度量 关系 是 指 线性 图 形 间 的 距离 和 角度 ,这 里 讨论 的 是 点 到 平面 
和 点 到 直线 的 距离 ,平面 与 平面 直线 与 平面 以 及 直线 与 直线 之 间 的 距离 和 夹 角 . 

回忆 第 1 章 曾 引 入 向 量 的 内 积 和 外 积 两 种 运算 . 我 们 知道 有 了 内 积 就 可 以 计 
算 向 量 的 长 度 ,进而 就 可 以 计算 角度 ,并 且 还 可 以 计算 面积 和 体积 .特别 地 ,有 了 内 
积 就 可 以 用 它 来 表达 向 量 垂直 的 条 件 . 而 在 直角 坐标 系 下 ,用 向 量 的 分 量 来 表示 内 
积 与 外 积 , 其 表达 式 最 为 简洁 ,因此 讨论 度量 性 质 最 为 方便 .这 可 以 看 作 是 本 节 采 
用 直角 坐标 系 讨论 线性 图 形 之 间 的 度量 关系 的 一 个 理由 . 


2.4.1 点 到 直线 的 距离 


设 直 线 ! 过 点 Mo ,方向 疝 量 为 w .由 图 
2.8 看 出 ,不 在 ! 上 的 点 M 到 直线 / 的 距离 
d 是 以 Mo 加 ,vw 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 底 
边 上 的 高 ,因此 有 


ei 图 2.8 
MoMx 
se Mo (2.4.1) 


lv | 
2.4.2 ”点 到 平面 的 距离 


空间 点 Mo 到 平面 x 的 距离 指 的 是 点 Mo 到 平面 x 的 最 短 距离 , 即 点 到 平面 
的 垂直 距离 .因此 自 点 Mo 向 平面 x 引 垂 线 得 垂 足 Qo ,那么 点 Mo 到 平面 x 的 距 
离 d=1Qo Mol. 

在 求 点 到 平面 的 距离 之 前 , 先 引 人 点 关于 平面 的 离 差 的 概念 . 
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定义 2.4.1 如 果 自 点 Mo 向 平面 x 引 午 
线 ,其 垂 足 为 Qo, 那 么 向 量 QoMo 在 平面 x 的 
单位 法 向 量 no 上 的 射影 叫做 点 Mo 到 平面 x 
的 离 差 , 记 做 6=Prin'Qo Mi. 

从 图 2.9 容易 看 出 , 当 点 Mo 位 于 平面 x 
的 单位 法 向 量 n? 所 指向 的 一 侧 时 ,高 差 8 >>0 
(这 时 Qo M6 与 wm 同 向 ); 当 点 Mo 位 于 平面 x 
的 另 一 侧 时 ,Qo M6 与 nm 反 向 ,98<0; 只 有 当 
Mo 在 平面 x 上 时 才 有 5=0. 

另外 ,高 差 的 绝对 值 18| 就 是 点 Mo 与 平面 


x 之 间 的 距离 d. 
命题 2.4.1 设 平面 x 用 法 式 方 程 (2.1.10) 表 示 , 即 
:mo0.r 一 力 =0， 
其 中 p 是 原点 O 到 平面 x 的 距离 .那么 点 Mo 到 平面 x 的 离 差 
=nro—p, (2.4.2) 
这 里 ro= OMi. 
证 明 记 OG。= go. 依 定义 2.4.1 有 
6 =Prin QoMo = n° (OMo — OQo) 
=n" "(ro— go)= nro~ ngo, 
而 点 QoE zx, 故 no"* qo 一 p=0, 因 此 
: $= nro— p. 
推论 2.4.1 点 Mo(zo,yo,zo) 到 平面 
:cosa + ycosp + zcosy ~ p=0 
的 离 差 
6 = xocosa + yocosB + zocosy — p. (2.4.3) 
推论 2.4.2 点 Mo(zoy,yo,zo) 到 平面 
Tr:4z+By+Cz+DDD=0 
的 距离 
_ |Azo+ Byo + Czo+D| 
0 VATB+CG 
平面 x:4z+ By+ Cz+D=0 把 空间 中 的 所 有 不 在 x 上 的 点 分 成 两 部 分 ,位 
于 平面 x 的 同 侧 的 所 有 点 , 离 差 6 的 符号 相同 ;对 于 在 平面 x 两 侧 的 点 ,6 有 不 同 
的 符号 .于 是 坐标 满足 不 等 式 


d (2.4.4) 
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Art+By+Cz+D>0 
的 所 有 点 都 在 平面 x 的 同一 侧 , 而 坐标 满足 不 等 式 
Ar+Byt+Cz+D<0 
的 所 有 点 都 在 平面 x 的 另 一 侧 . 
例 2.4.1 在 直角 坐标 系 下 ,平面 x! 和 r2 的 方程 分 别 是 
2z-y+2z-3=0 和 3zx+2y-6z-1=0, 
求 由 xi 和 xz 构成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 ,在 此 二 面 角 内 含有 点 Po(1,2， 
3) 
解 点 MGCz,y,z) 在 所 求 的 角 平 分 面 上 的 充 要 条 件 是 :(1)M 到 zi 的 距离 等 
于 M 到 x, 的 距离 ,(2)M 与 Po 或 者 都 在 x;(i=1,2) 的 同 侧 ,或 者 都 在 x;(i=1， 
2) 的 异 侧 ,或 者 M 在 xi 与 rz 的 交 线 上 .因为 Po 的 坐标 满足 : 
2x1-2+2x(-3)-3= -9<0, 
3x1+2xX2-6x(-3)-1=24>0, 
因此 M 的 坐标 应 满足 下 列 等 式 
|2z 一 y+2z—3| |3x+2y—6z—1| 


并 且 适 合 
1 
3z +2y 一 6z 一 1>0 
或 
全 -y+2z— 3 之 0， 
3x+2y~6z—1<0. 
经 整理 得 


23z —y-4z—24=0, 
这 就 是 所 求 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 . 


2.4.3 两 条 直线 之 间 的 距离 


空间 两 直线 上 的 点 之 间 的 最 短 距离 叫做 这 两 条 直线 之 间 的 距离 .显然 ,两 相交 
或 重合 的 直线 间 的 距离 等 于 零 ,两 平行 直线 间 的 距离 等 于 其 中 一 直线 上 的 任 一 点 
到 另 一 直线 的 距离 .下 面 着 重 讨论 两 条 异 面 直线 之 间 的 距离 . 

定义 2.4.2 分 别 与 两 条 异 面 直线 1 ,12 垂直 相交 的 直线 ! 叫做 2 和 /2 的 公 
垂 线 ,两 垂 足 的 连 线段 称 为 公 垂 线段 . 

有 兴趣 的 读者 可 以 证 明 : 两 条 异 面 直线 的 公 垂 线 存 在 而 且 惟一 .现在 我 们 来 求 
公 垂 线 的 方程 . 

设 直 线 ll 与 L2 异 面 ,/; 过 点 Mi( Xi, yi， zi ), 方 问 回 量 为 内 = (X;, Y;,2;), 其 
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标准 方程 是 


SE A a, 
L;: X, 过 Y. 9 1 1,2, 
那么 公 竺 线 Ll 的 方向 向 量 vw 可 以 取 为 ml xX V2. 显然 v VU! xX 2 天 0， 因 vi 与 w， 不 
共 线 . 
公 垂 线 1 在 经 过 点 MiE Li, 且 以 v1,viX vz 为 方位 向 量 的 平面 x: 上 ;同时 / 
又 在 经 过 点 M2E 12, 以 v2,viX vw, 为 方位 向 量 的 平面 xx 上 (图 2.10) ,因此 公 垂 线 
作为 平面 x 和 rz 的 交 线 , 它 的 方程 用 向 量 形式 表示 为 


ri, v1, V1 X v2)=0, 


(r—r2,v2, VIX v2)=0. (2.4.5) 
用 坐标 形式 表示 , 则 为 

之 it YY 之 Zi 

XI Yi 2Z1 |=0, 

, (2.4.6) 
TTTX2 YY XT 22 

X2 Y2 2Z2 |=0, 

X Z 


图 2.10 图 2.11 


命题 2.4.2 ”两 条 异 面 直线 L1 与 /, 的 公 垂 线段 的 长 就 是 41 与 1, 之 间 的 
上 距离. 
证 阴 设 Pi;P; 是 2; 和 Ll» 的 公 垂 线段 .在 直线 Li; 上 任 取 一 点 Qi,i=1,2. 作 
出 由 点 Mi ,v1, v2 决定 的 平面 +, 于 是 PP, |x. 再 由 Q， 向 平面 x 作 垂 线 , 设 垂 
足 为 Qo( 图 2.11). 因 为 Nr, 所 以 1PiB;| =1QoQ2|. 于 是 
1Q1Q;|>1Q0Q2| = 1P1P;|, 
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这 说 明 |PiP;| 是 1 与 /。 上 的 点 之 间 的 最 短 距 高 . 
命题 2.4.3 设 两 条 异 面 直线 41,12 分 别 过 点 Mi, M2, 方 向 向 量 分 别 为 v1， 
v2; 则 11 与 /2 之 间 的 距离 
pa | (MM , v1, v2)| 
|vi xX v2| 


证 明 设 4 与 氏 的 公 垂 线 段 为 PiP>. 因 为 公 垂 线 ! 的 方向 向 量 为 v1 x wz, 所 
以 PiP, 与 vi xm 共 线 . 记 2@= 人 , 则 


d =|1BiP|= |]Pj。MiM21=1MiM2el 
MM (wx vo) IMiM;, v1, v2)| 
|vi xmz| | vi x wz| 
公式 (2.4.7) 的 几何 意义 :两 条 异 面 直线 11 与 52 之 间 的 距离 等 于 以 MiM， 
oj ,um 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 除 以 w , vs 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 (图 
2.12). 


(2.4.7) 


图 2.12 


例 2.4.2 已 知 二 直线 
wl JT ta 疙 一 22 过 
CR 
试 说 明 11 与 /2 为 异 面 直 线 , 并 求 与 /2 的 距离 与 它们 的 公 垂 线 方程 . 
解 直线 /1 过 点 Mi(1,7, -4) ,方向 向 量 wi = (3, - 1,2) ,直线 /2 过 点 
M2(1, -2,0) ,方向 向 量 w =(1, -2,2). 计 算 混 合 积 


0 -9 4 
(MIM2,zi,n2z)=|3 -1 2|=16 天 0， 
2 


因此 4 与 7 为 异 面 直线 .11 与 2 的 公 垂 线 ! 的 方向 向 量 可 取 为 
01Xxw2z=(2， 一 4， = 
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依 公式 (2.4.7),21 与 /2 之 间 的 距 高 
gMiMavi,v)|_ 16 16 


loxXv|l V45 3V5 


公 垂 线 1 的 方程 为 
XT-~1 vy-7 z+4 
3 =< 2 |=0, 
2 -4 -5 
i 
1 = 二 ”了 | 0。 
2 二 由 一 
即 
ee 
2X+y=0 
或 


Ce nt 
27T+ y=0. 
至 于 两 平面 之 间 的 距离 以 及 直线 与 平面 之 间 的 距离, 它们 的 定义 和 计算 留 给 
读者 思考 . 
例 2.4.3 求 二 平面 
N11:2X -2y+z—3=0, 
Xx2:47 -4y+2z+5=0 
之 疝 的 距离 . 
解法 一 易 见 ri 平行 于 rz. 在 xi 上任 取 一 点 , 求 该 点 到 r2 的 距离 即 为 二 平 
面 之 间 的 距离 . 
在 ri 的 方程 中 , 令 x =0,y=0, 解 得 z=3, 于 是 点 P1(0,0,3)E x1. 利用 公式 
(2.4.4), 求 点 Pi 到 x 的 距 高 
WE 14x0-4x0+2x3+5| _11 
VR 6 
这 就 是 xi 与 xz 的 距 高 . 
解法 二 将 平面 x; 和 ra 的 方程 都 化 成 法 式 


由 此 可 知 原点 到 xi 的 距离 di = 1 ,原点 到 xz 的 距离 d= 六 .但 从 法 式 方程 又 知 
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x1 和 xz 的 法 向 量 方向 相反 ,两 平面 位 于 原点 两 侧 , 所 以 xi 和 xz 之 间 的 距离 
11 


d=di+d2=6- 


2.4.4 角度 


两 平面 相交 ,直线 与 平面 相交 ,两 直线 相交 或 异 面 都 涉及 角度 问题 ,我 们 可 以 
利用 向 量 的 内 积 与 其 夹 角 的 关系 来 求 这 些 角 度 . 
1. 两 相交 平面 的 夹 角 . 
两 个 相交 平面 交 成 四 个 二 面 角 ,它们 的 夹 角 是 指 这 四 个 二 面 角 中 的 任意 一 个 ， 
并 且 其 中 的 两 个 等 于 这 两 个 平面 的 法 向 量 的 夹 角 ,所 以 两 个 相交 平面 的 夹 角 可 以 
由 这 两 个 平面 的 法 向 量 的 夹 角 来 表示 .此 外 ,两 个 平行 (或 重合 ) 的 平面 的 夹 角 规定 
为 0 或 x. 
设 两 个 平面 的 方程 分 别 为 
NA:AzT+Biyt+ Ciz+ Di1=0 
和 
nr2: Asx+ Boyt+ Cz+ D,=0, 
我 们 用 一 (ri, xz) 表示 平面 xy 和 xz 的 夹 角 ,而 两 平面 的 法 向 量 mi 与 ns 的 夹 角 
记 为 96= 人 (nmi, n2), 那 么 有 人 (Xi, 72)= 0 或 x 一 0( 图 2.13), 因 此 我 们 
得 到 


ni*n 
cos 一 (riy,x2z)= 土 cosO= 土 人 
Inil|n,| 
AiA2+ Bi1B;+ CiC 
EE he Se es ee RE (2.4.8) 


图 2.13 


推论 2.4.3 平面 xi 与 xz 互相 垂直 的 充 要 条 件 是 
AiA,+ Bi1B;+ CiC2=0. 
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2. 直线 与 平面 的 夹 角 . 

当 直 线 不 和 平面 垂直 时 ,直线 与 平面 的 夹 角 9 是 指 这 条 直线 和 它 在 平面 上 的 
垂直 射影 所 构成 的 锐角 (图 2.14); 当 直 线 垂直 于 平面 时 ,规定 直线 与 平面 的 夹 角 
为 直角 . 


图 2.14 


设 平面 x 的 法 向 量 为 n ,直线 1 的 方向 向 量 为 v . 记 n 与 wo 的 夹 角 为 人 人 (n,w ) 
=0(0 委 06 委 r) ,那么 直线 ! 与 平面 x 的 夹 角 9p 与 9 有 如 下 关系 : 


nig 
?=| 0|， 


因此 


|n-v | 
[zw | 


sing = |cosb| = (2.4.9) 
3. 两 条 直线 之 间 的 夹 角 . 
两 条 直线 的 夹 角 是 指 它 们 的 方向 向 量 的 夹 角 或 其 补 角 . 
设 直 线 L; 的 方向 向 量 为 vw; 性 (Xi， Y Di)， i 二 1,2, 则 ll 与 L2 的 夹 角 和 (1， 
L) 或 等 于 人 (vi,v,) 或 等 于 Nn 一 了 人 (v1, v2), 因 此 有 


V1 YU 
CosZ(l1,12)= +o0sL (v1,v2)= +] 一 
vi|* |vw,|l 
XI1X + YY +2Z1Z 
二 (2.4.10) 


推论 2.4.4 直线 /1 与 /> 垂直 的 充 要 条 件 是 
1X2 二 Yiy2+Z12Z2 三 0. 
例 2.4.4 试 求 直线 
wy 1 
XX—y+z+1=0 
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在 平面 x:z+y+z=0 上 的 射影 直线 方程 ,并 求 ! 与 x 的 夹 角 . 

解 直线/ 的 方向 向 量 为 (1,1,-1)x(1,-1,1)= 一 2(0,1,1), 为 简单 起 见 ， 
取 为 mw = (0,1,1). 又 平面 r 的 法 向 量 n = (1,1,1). 依 公式 (2.4.9) ,直线 ! 与 平面 
r 的 夹 角 p 满足 
In:v| vV6 
Inllv| 3， 


sing = 


所 以 p=arcsin 
下 面 求 直 线 ! 在 平面 x 上 的 射影 直线 方程 . 
解法 一 已 求 出 7 的 方向 向 量 w = (0,1,1), 再 找 出 1 上 的 一 点 .在 i 的 方程 
中 令 y=0, 则 由 方程 组 
x-z—1=0, 
. Xt+zt+1=0 
解 出 x=0,z= 一 1, 因 而 点 Mo(0,0, 一 1)EL. 
经 过 直线 ! 且 与 平面 x 垂直 的 平面 以 o ,n 作为 方位 向 量 ,其 方程 为 
x yy z+l1 
0 1 1 
1 1 1 
即 y- zx-1=0, 因 此 所 求 的 射影 直线 方程 为 
本 
yy 一 zz 一 1 人 =0. 
解法 二 ”以 直线 ! 为 轴 的 平面 束 方程 为 
A(z+y—z—1)+y(rz-y+z+1)=0, 


一 0， 


即 
(MA+A)z+(A 一 A)y+(-A+A)z+( -A+p)=0. 
在 平面 束 中 找 一 个 平面 与 平面 x 垂直 ,那么 依 两 平面 垂直 的 条 件 , 有 
1:(A+p)+1:(A—p)+1:(—-A+p)=0, 

解 得 :y=1:( 一 1), 于 是 经 过 直线 ! 且 与 平面 x 垂直 的 平面 方程 为 
y-z—1=0, 

所 以 
Xt+y+z=0, 
y—z—1=0 

为 所 求 的 射影 直线 方程 . 
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习 题 2.4 


27 -2y+z+3=0, 
1. 求 尽 (2,3, 一 1 乡 
求 点 ( ) 到 直线 dr 


2. 计算 下 列 点 和 平面 间 的 离 差 和 距离 : 

(1) M(—2,4,3),x:27 — y+2z+3=0; 

(2) M(1,2, ~3),7:5z -3y+z+4=0. 

3. 已 知 平面 x:xz+2y 一 3z+4=0, 点 O(0,0,0),A(l,1,4),B(1,0, -2),C(2,0,2)， 
D(0,0,4),E(1,3,0),F( 一 1,0,1). 试 区 分 上 述 各 点 哪些 在 平面 x 的 某 一 侧 , 哪 些 在 x 的 另 一 
侧 , 哪 些 点 在 平面 上 . 

4. 求 下 列 各 点 的 坐标 : 

(1) 在 x 轴 上 ,并 且 到 点 (1, -2,0) 与 到 平面 3z-2y+6z-9=0 上 距离 相等 的 点 ; 

(2) 在 z 轴 上 并 且 到 平面 12z -16y+15z+1=0 和 2x+2y~z--1=0 距离 相 等 的 点 . 

5. 判别 点 M(2, -1,1) 和 N(1,2,-3) 在 由 下 列 相交 平面 所 构成 的 同一 个 二 面 角 内 ,还 是 
分 别 在 相 邻 二 面 角 内 ,或 是 在 对 顶 的 二 面 角 内 ? 

(1) ri:3z--y+2z-3=0 与 mx:z-2y-z+4=0; 

(2) ri:2z--y+Sz-1=0 与 x2:37 -2y+6z-1=0. 

6. 求 下 列 两 平行 平面 间 的 距离 ,并 求 到 二 平行 平面 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 

(1) 19zx -4y+8z+21=0, 19zxz—-4y+8z+42=0; 

(2) Ar+ By+Cz+D1=0, Azr+By+Cz+D,=0, DiD;. 

7. 求 由 平面 xz1:3z+6y-2z-7=0 与 x2:4x 一 3y 一 5=0 所 构成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 的 
方程 ,在 此 二 面 角 内 有 点 O(0,0,0). 

8. 求 到 两 个 平面 的 距离 为 定 比 的 点 的 轨迹 . 

9. 已 知 三 个 平行 平面 x;:Ar+ By+ Cz+ D;=0(i=1,2,3). 设 上 ,M,N 是 分 别 属于 平面 
xi,r2,7z3 的 任意 点 ,求人 LMN 的 重心 的 轨迹 . 

10. 说 明 下 列 二 直线 异 面 ,并 求 它们 的 距离 及 公 垂 线 方程 . 


TT_y-1l_zt+l T+1_y-l1_z, 


的 距离 . 


X=3+41， 

(2) nee 和 er 
z=2+22 

11. 求 下 列 各 组 平面 所 成 的 角 : 

(1) z+y—11=0, 3z+8=0; 

(2) 2z 一 3y+6z 一 12=0， Xi+2y+2z—7=0. 

12. 求 下 列 直线 与 平面 的 交点 和 夹 角 : 

TT-1l_y_z-2 

(1) 7: 7 3 6 ， 

r+3y-z—2=0, 


(2) 2: a r:2z+y 一 zz 一 3=0. 


rn:T-2yt+z—1=0; 
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13. 求 下 列 各 对 直线 间 的 夹 角 : 


a oe 


1 4 1 2 -2 -1 
(2) 2 -2y+3z—21=0, 3r+2y-4z—10=0, 
2zr—3z+13=0 3rz~2y+2z+8=0. 


14.(1) 记 直线 与 三 条 坐标 轴 所 成 的 方向 角 为 a,B,7Y, 证 明 sinza + sin28+sin2y=2; 
(2) 设 直线 与 三 个 坐标 面 的 交角 为 ,mw,y, 证 明 cos + cos p+ cos8v=2.. 
15. 求 点 Po(1,2,--3) 在 平面 6z- y+3z-41=0 上 的 射影 以 及 点 Po 关于 该 平面 的 对 称 


x-—-y-4z+12=0, 
“(2z+y—-2z+3=0 
上 的 射影 以 及 点 Po 关于 直线 ! 的 对 称 点 . 

17. 求 下 列 平面 方程 : 
X+5y+z=0, 
(1) 过 直线 | 40 
(2) 过 直线 + 一 2 一 三 池上 且 与 点 P(4,1,2) 的 距离 等 于 3 的 平面 ; 
(3) 通过 二 直线 

lt 


且 与 平面 z-4y-8z+12=0 成 万 角 的 平面 ; 


1 2 1 1 3 2 
的 公 垂 线 , 并 且 平 行 于 向 量 w = (1,0, -1) 的 平面 . 
18. 求 包含 直线 
| 全 
il: b 
工 二 0， 
且 平 行 于 直线 


的 平面 . 设 41 与 52 之 间 的 距离 为 24, 试 证 二 = 三 + 广 es 


19. 已 知 两 条 异 面 直线 /1 和 /2, 试 证 连接 Li 上 任 一 点 与 2 上 任 一 点 的 线段 的 中 点 轨迹 是 
公 垂 线段 的 垂直 平分 面 . 
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本 章 在 初步 介绍 空间 图 形 与 方程 之 间 的 一 般 关 系 后 ,对 柱 面 、 锥 面 \ 旋 转 曲 面 
以 及 二 次 曲面 (包括 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 椭圆 抛 物 面 和 双 曲 抛物 面 ) 
进行 讨论 .前 三 种 曲面 具有 明显 的 几何 特征 ,我 们 着 重 从 这 些 曲 面 的 几何 特性 来 建 
立 它们 的 方程 .而 对 后 五 种 二 次 曲面 ,我 们 则 从 曲面 的 标准 方程 出 发 来 讨论 它们 的 
几何 性 质 , 描 述 它 们 的 几何 形状 .希望 通过 对 这 些 常见 曲面 的 讨论 ,读者 能 逐步 领 
悟 到 如 何 从 曲面 的 几何 特性 来 推导 其 方程 ,以 及 如 何 通过 对 方程 的 分 析 来 探讨 其 
图 形 的 几何 性 质 ,描述 它们 的 几何 形状 .本章 最 后 一 节 讲 作 图 ,介绍 画 曲面 的 交 线 
以 及 由 曲面 围 成 的 空间 区 域 ,有 利于 发 展 读者 的 空间 想象 能 力 ,也 兼顾 到 读者 学 习 
数学 的 某 些 课程 的 需要 . 


“3.1 图 形 和 方程 


取 定 空间 坐标 系 后 ,我 们 有 可 能 对 空间 图 形 建 立 起 方程 ,进而 通过 对 方程 的 分 
析 来 研究 几何 图 形 . 现 从 大 家 所 熟悉 的 几 个 简单 图 形 说 起 . 
例 3.1.1 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 是 球面 .定点 称 为 球 心 , 定 长 称 
为 半径 . 取 定 一 直角 坐标 系 ,容易 写 出 以 点 Co(zo, yo,z0) 为 球 心 ,半径 为 R 的 球 
面 方程 .空间 点 P(z,y,z) 位 于 球面 上 当 且 仅 当 
|Co5| = R， 
用 坐标 表示 则 为 
(xz — zo) +(y- yo) +(z- zo) = R’, (3.1.1) 
这 就 是 球面 方程 .将 这 个 方程 展开 ,得 到 关于 z,y,z 的 三 元 二 次 方程 
r+y+2+2ar+2by+2cz+d =0, (3.1.2) 
其 中 a= 一 x0,56= 一 yo,c= 一 zo,d = 二 x6+ + z6 一 R?. 该 方程 的 特点 是 各 平方 
项 系数 相同 ,不 含 交 叉 项 ( 指 xy, yz,z7r 项 ) 且 a*+b*+c?*-d>0. 
反 过 来 ,下 列 形式 的 三 元 二 次 方程 
I(xz*+y+z)+Art+By+Cz+D=0, 10 
可 写成 (3.1.2) 式 的 形式 ,再 经 配方 ,得 
(z+a)}+(y+6b)+(z+c)+d—-a*-b~-c=0. 
记 a:+62+c*-d=K. 当 K>0 时 , 它 表 示 一 个 球 心 在 点 Co( 一 a, 一 5, 一 c), 半 


3.1 图 形 和 方程 i 


径 为 V 天 的 球面 ;当天 =0 时 , 它 的 图 形 退 化 成 点 Co, 称 为 点 球面 ;当天 <0 时 ,无 
实 图 形 或 说 它 表 示 一 个 虚 球面 .因此 我 们 有 如 下 结论 : 

在 直角 坐标 系 下 ， 球面 方程 是 一 个 平方 项 系数 相等 而 无 交叉 项 的 三 元 二 次 广 
程 ;反之 ,任何 一 个 三 元 二 次 方程 ,如 有 果 它 的 平方 项 系数 非 夫 且 相 等 ， 而 且 不 含 交叉 
项 ,那么 它 表 示 球 面 ( 实 球面 \ 点 或 虚 球 面 ). 

例 3.1.2 与 一 条 定 直 线 ! 的 距离 为 常数 a 的 点 组 成 一 个 曲面 , 它 就 是 圆柱 
面 ,! 称 为 它 的 轴 ,a 叫做 圆柱 面 的 半径 .选取 直角 坐标 系 使 ! 为 z 轴 , 我 们 来 建立 
圆柱 面 的 方程 . 任 取 点 M(x,y,z), 它 在 xz 轴 上 的 垂 足 是 点 (0,0,z). 这 两 个 点 之 
间 的 距离 V z2? + 就 是 点 M 到 直线 1 的 距离 ,因此 点 M 在 该 圆柱 面 上 的 充分 必 
要 条 件 是 


于 是 
x 十 y = a? (3.1.3) 
是 所 求 的 圆柱 面 方程 .这 个 方程 不 含 z, 即 不 论点 M(xz,y,z) 的 坐标 x 如 何 变 动 ， 
只 要 z,y 满足 方程 (3.1.3) ,点 M 必 在 圆柱 面 上 ,这 说 明 圆 柱 面 是 由 一 族 平 行 于 
z 轴 的 直线 组 成 .另外 ,方程 (3.1.3) 不 含 z, 如 果 将 它 看 作 zOy 平面 上 的 方程 , 则 
表示 xOy 平面 上 以 原点 为 圆心 .半径 为 a 的 圆 , 这 恰好 是 圆柱 面 与 xOy 平面 的 交 
线 , 记 为 了 ,其 方程 应 写 为 
i 
z = 0. 
因此 ,方程 (3.1.3) 表 示 的 空间 图 形 是 由 平行 于 z 轴 且 与 圆周 本 相交 的 一 族 平 行 
直线 构成 的 圆柱 面 .这 族 平行 直线 中 的 每 一 条 都 叫做 母线 . 
更 一 般 地 ,假设 圆柱 面 的 轴 过 点 Po(xo,yo,z0), 方 向 向 量 v= (l,m,n), 义 a 
. 为 圆柱 面 的 半径 ,那么 读者 容易 验证 
|EoP xv|=alv| 
是 该 圆柱 面 的 向 量 式 方程 ,其 中 P 为 圆柱 面 上 的 任意 点 . 
例 3.1.3 过 定 直线 :上 一 点 Po 且 与 该 直线 交 于 定 锐 角 a 的 动 直线 所 形成 
的 曲面 是 圆锥 面 ,直线 ! 叫做 它 的 轴 , 点 Po 称 为 项 点 , 定 锐角 a 叫做 半 项 角 . 用 与 
轴 垂 直 的 平面 截 圆 锥 面 所 得 的 截 线 显然 是 圆 . 
选取 直角 坐标 系 ,使 坐标 原点 O 为 圆锥 面 顶点 Po,z 轴 为 直线 1, 因 而 /1 的 方 
向 向 量 可 选 为 = (0,0,1). 点 P(x,y,z) 在 圆锥 面 上 的 必要 充分 条 件 是 向 量 OF 
与 k 的 夹 角 等 于 a 或 x 一 a, 因 而 
| coos (OP ,Kk)| = cosa， 
由 此 可 得 到 圆锥 面 的 坐标 式 方 程 为 
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并? +y ~ tanra* z? = 


该 方程 的 左边 是 x ,y,z 的 二 次 齐 次 函数 ， 因而 方程 是 二 次 齐 次 方程 ， 下 节 将 进 一 
步 讨论 . 

由 上 上 可见, 解析 几 和 何 中 所 研究 的 曲面 看 成 是 满足 一 定 条 件 或 说 具有 某 种 几何 
特征 性 质 的 点 的 集合 .通过 在 空间 建立 直角 (或 仿 射 ) 坐 标 系 ,将 空间 点 用 坐标 表 
示 ,那么 点 所 满足 的 条 件 表 示 为 它 的 坐标 之 间 的 关系 .通常 ,曲面 S 用 一 个 含 z， 
y,z 的 方程 F(z,y,z)=0 来 表示 ,这 是 指 曲面 S 上 每 一 点 的 坐标 都 满足 方程 

‘F(x,y,z) = 0. (3.1.4) 
反之 ,任何 满足 方程 (3.1.4) 的 有 序数 组 (z,y,z) 一 定 是 曲面 S 上 某 个 点 的 坐标 . 
方程 (3.1.4) 叫 做 曲面 S 的 一 般 方程 ,曲面 S 称 为 方程 (3.1.4) 的 图 形 . 

对 于 空间 曲线 ,将 它 看 成 是 两 个 空间 曲面 的 交 线 ,例如 直线 可 视 为 两 张 相 交 平 
面 的 交 线 ,空间 圆 可 看 作 一 个 球面 与 一 张 平 面 的 交 线 .一般 来 说 ,把 两 个 曲面 的 一 
般 方程 联 立 起 来 得 到 的 方程 组 

F(mys)= 0, 

人 二 (3.1.5) 
是 空间 曲线 卫 的 一 般 方程 ,曲线 厂 上 每 一 点 的 坐标 都 满足 方程 组 (3.1.5). 反 之 ， 
任何 满足 方程 组 (3.1.5) 的 有 序数 组 (x ,y,z) 一 定 是 曲线 厂 上 某 个 点 的 坐标 . 

注意 ,用 来 表示 图 形 的 一 般 方程 不 一 定 惟一 ,例如 两 球面 的 交 线 
人 -1)2+(7-2) +(z 一 3) = 1， 
人 十 y +z:=1 

是 一 个 图 ,也 可 用 等 价 的 方程 组 
x+y+z:=1, 
X+2y+3z=7 


来 表示 . 
如 同 在 数学 分 析 中 讨论 函数 的 图 像 那样 ,我 们 考虑 方程 及 方程 组 的 图 像 .在 空 
间 引 人 坐标 系 以 后 ,对 于 以 xz,y,z 为 变量 的 三 元 方程 (或 方程 组 ), 它 的 所 有 人 解 对 
应 的 空间 点 的 集合 便 称 为 此 方程 (或 方程 组 ) 的 图 像 . 例 如 在 直角 坐标 系 下 ,方程 
(z—2)(x*+y +z-4r-6y+2z+5)=0 

的 图 像 是 由 平面 z =2 和 球面 (zx 一 2)*+(y 一 3)*+ (z+1)*=9 组 成 .而 方程 组 

(xz -2)+(y—-3)+(z+1)=9, 

z~2=0 
的 解 集 仅 为 单 点 集 {(2,3,2)} ,因而 它 的 图 像 由 一 点 组 成 ,这 说 明 球 面 (z 一 2 六 + 
(y-3)?+(z+1)?=9 与 平面 z= Bi 切 点 为 (2,3,2) .一 个 方程 的 图 像 也 可 能 
是 一 条 曲线 ,例如 方程 


3.1 图 形 和 方程 , 


与 方程 组 


同 解 ,图 像 是 一 条 直线 , 即 z 轴 . 
例 3.1.4 方程 组 
人 (a >0) 
Z +y = ax 
2 2 
的 图 像 是 球面 x?+ y+ z?= a? 与 母线 平行 于 x 轴 的 圆柱 面 (= -全 ) + 六 = 
的 交 线 , 称 为 维 维 安 尼 (Viviani) 曲线 , 它 也 可 以 用 等 价 的 方程 组 
z2 十 az = 吕 
人 (a > 0) 
来 表示 ,其 中 0 委 z 委 ca (参看 图 3.27). 
从 图 形 建立 方程 ,从 方程 确定 其 图 像 ,这 是 本 章 讨论 的 两 个 基本 问题 .由 于 几 
何 图 形 千 变 万 化 ,并 且 方 程 及 方程 组 的 形式 繁多 ,有 的 十 分 复杂 ,因此 本 章 仅 就 一 
些 特殊 的 图 形 建立 方程 ,只 就 某 些 简 单 的 方程 讨论 其 图 像 . 


习 题 3.1 


本 节 习 题 均 在 空间 直角 坐标 系 中 讨论 . 

1. 求 满足 下 列 条 件 的 球面 方程 : 

(1) 经 过 点 O(0,0,0),P(1,0,0),Q(0,1,0) 和 R(0,0,1); 

(2) 与 平面 z+2y+2z+3=0 相 切 于 点 M(1,1, 一 3), 且 半径 为 3; 
(3) 经 过 点 (1,2,5) 并 且 与 三 个 坐标 平面 都 相 切 ; 


(4) 经 过 点 (2, - 4,3) 并 且 包 含 圆 | 0 2 


2. 求 经 过 点 (1,0,0),(1, -2,0)， (0， 2,1) 的 圆 的 方程 . 


3. 求 与 直线 一 一 立 = 一 切 于 点 (1， 0,1)， 又 与 直线 于 = = 1 切 于 点 (0,1,1) 
的 球面 方程. 

4. 求 球 心 在 点 C(4,5, -2) , 且 与 球面 z2+ 交 + 对 -4z 一 12y+36=0 相 内 切 的 球面 方程 

5. 求 下 列 圆柱 面 的 方程 

(1) 半径 为 3, 轴 过 点 (1,0,2) 且 方向 向 量 v= (1,2,3); 

(2) 以 直线 1: = 汪汪 = 三 为 轴 , 且 经 过 点 (1, -2,1). 

6. 求 与 两 球面 Se i 2)?+(y 一 1)?*+ z?=25 均 相 切 的 圆柱 面 方程 ， 


7. 证 明 半 径 为 y， 以 二 = = 之 = 一 为 轴 的 圆柱 面 方程 可 以 写成 
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r+y+z—-v= es 

8. 已 知 圆锥 面 的 顶点 为 (1,2,3) , 轴 与 平面 2x+2y 一 z+1=0 垂直 ,分 别 求 出 满足 下 列 条 
件 的 圆锥 面 方程 : 

(1) 半 顶 角 为 <， 《2) 过 点 (3,2,1). 

9. 求 以 直线 x=y= z 为 轴 , 且 通过 直线 2z=3y= -5z 的 圆锥 面 方程 . 

10. 已 知 点 Po 到 平面 x 的 距离 为 4, 写 出 下 列 动 点 轨迹 的 方程 :; 

(1) 动 点 到 点 Po 和 平面 x 的 距离 相等 ; 

(2) 动 点 到 点 Po 和 平面 x 的 距离 之 比 为 3:1. 

11. 求 下 列 动 点 的 轨迹 方程 : 

(1) 动 点 到 两 定点 距离 之 比 为 一 常数 ; 

(2) 动 点 到 两 定点 距离 之 和 等 于 常数 ; 

(3) 动 点 到 两 定点 距离 之 差 等 于 常数 . 


3.2 柱 面 和 锥 面 
3.2.1 柱 面 


定义 3.2.1 ”由 平行 于 某 一 定 方 向 且 与 一 条 空间 定 曲 线 相交 的 一 族 平行 直线 
所 组 成 的 曲面 叫做 柱 面 . 定 曲线 叫做 柱 面 的 准 线 ,平行 直线 族 中 的 每 一 条 都 叫做 柱 
面 的 ( 直 ) 母 线 . 定 方向 是 直 母 线 的 方向 ,也 叫做 柱 面 方向 (图 3.1). 
圆柱 面 是 柱 面 ,如 例 3.1.2 所 述 , 它 的 直 母 线 平行 于 轴线 .平面 是 一 种 很 特殊 
的 柱 面 , 它 上 面 的 每 条 直线 都 可 作为 直 母 线 . 
1 显然 , 柱 面 由 它 的 准 线 和 母线 方向 所 确 
定 . 它 是 直 母 线 沿 着 准 线 平行 移动 的 轨迹 ， 
sf 也 可 看 作 准 线 沿 着 柱 面 方向 平行 移动 的 轨 
迹 . 如 果 已 知 母线 的 方向 ,要 确定 柱 面 , 还 需 
在 每 条 母线 上 知道 一 个 点 ,因此 取 一 条 与 所 
Dt Rh 有 母线 都 相交 的 曲线 作为 柱 面 的 准 线 ( 常 用 
3.1 一 个 与 母线 方向 不 平行 的 平面 去 截 柱 面 ,以 
截 得 的 那 一 条 平面 曲线 作为 准 线 ), 从 准 线 
的 各 点 沿 母线 方向 作 平 行 线 便 得 到 柱 面 .下 面 来 求 柱 面 方程 . 
选取 空间 坐标 系 , 设 柱 面 2 的 准 线 厂 的 方程 为 
F(z,y,z2) = 0， 
G(xz,y,z) = 0, 
母线 方向 b= (l,m ,n), 求 柱 面 2 的 方程 . 


[ye 
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点 P(z,y,z)E 柱 面 瑟 的 充 要 条 件 是 点 已 在 某 一 条 母线 上 , 即 存在 点 Pi(zl， 
yzi)E 准 线 卫 , 使 得 点 已 位 于 过 点 Pi 且 以 b 为 方向 向 量 的 直线 上 (图 3.1) ,于 
是 有 下 列 方程 组 


F(zi,y1,21) = 0， 人 


G(Cziyyi,zl) = 0. 
从 这 些 方程 不 难 想 象 :如 果 让 点 Pi(z1, yi1, zi) 取 遍 淮 线 厂 上 的 所 有 点 ,那么 过 点 
Pi 的 动 母线 便 形 成 整个 柱 面 .因此 从 方程 组 (3.2.1) 中 消去 zi,yi, zl, 得 到 一 
个 只 含 x ,y,z 的 方程 
H(zx,y,z) = 0， 

它 就 是 所 求 的 柱 面 2 的 一 般 方程 . 读者 从 下 例 可 归纳 出 求 柱 面 的 一 般 方 程 的 步 
又 . 

例 3.2.1 设 柱 面 的 准 线 方 程 为 


Pg 


2 二 从， 
母线 方向 为 (一 2,0,1), 求 该 柱 面 的 方程 . 
解 ” 设 P;(zi,yi,zl) 是 准 线 上 的 任意 点 ,过 点 Pi 的 母线 为 
X= X12t, y= TZ= zit+t. 
将 zi1=xz+2t,y1=y,z1= 二 zz 一 t 代 人 
XI + yf = v1, 
I — zi =0， 
得 
(z+21) + 六 = 二 一 zt 
2z 一 zz+Sti =0， 
消去 i ,可 求 得 柱 面 方程 为 
zx:+25y +4z: +4zz — 10x -20z = 0. 
有 一 种 特殊 情形 值得 指出 , 那 就 是 柱 面 的 母线 平行 于 坐标 轴 , 例 如 母线 平行 于 
z 轴 , 此 时 可 取 柱 面 与 zxOy 平面 的 交 线 作为 准 线 ,我 们 有 下 列 命题 . 
命题 3.2.1 不 含 变量 z 的 方程 
F(x,y)=0 (3.2.2) 
表示 一 个 柱 面 ,该 柱 面 母线 平行 于 = 轴 , 且 以 xOy 平面 上 的 曲线 
F(x,y) = 0， 
z=0 
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作为 它 的 一 条 准 线 . 反 过 来 ,任何 一 个 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,其 方程 均 可 表示 为 
(3.2.2) 式 的 形式 . 
证 明 留 作 习题 . 
类 似 地 , 形 如 
G(y,z) =0, H(z,zx)=0 
的 方程 在 空间 分 别 表示 母线 平行 于 xz 轴 和 y 轴 的 柱 面 . 
例 3.2.2 在 空间 直角 坐标 系 中 ,方程 
z2 yy 2 . 
ly a xX” = 2py 
都 表示 母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 . 因为 这 些 柱 面 与 xOy 平面 的 交 线 分 别 是 椭圆 、 双 
曲线 和 抛物 线 , 所 以 分 别称 之 为 椭圆 柱 面 , 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 . 这 三 种 类 型 的 柱 
面 的 方程 是 二 次 的 ,因此 统称 为 二 次 柱 面 (图 3.2). 


3.2.2 锥 面 


定义 3.2.2 ”过 定点 且 与 一 条 (不 过 定点 的 ) 定 曲线 相交 的 一 族 直 线 组 成 的 曲 
面 叫 做 锥 面 .定点 叫做 锥 面 的 项 点 , 定 曲 线 叫 做 锥 面 的 准 线 ,这 一 族 共 点 直线 中 的 
每 一 条 都 叫做 锥 面 的 母线 (图 3.3). 

圆锥 面 是 锥 面 ,如 例 3.1.3 所 述 .平面 是 一 种 很 特殊 的 锥 面 , 它 上 面 的 每 一 点 
都 可 取 为 锥 面 的 顶点 .显然 , 锥 面 由 它 的 顶点 和 准 线 所 确定 .但 是 对 于 一 个 锥 面 而 
言 , 它 的 准 线 并 非 惟 一 ,任何 一 条 与 锥 面 的 每 一 条 母线 都 相交 的 曲线 均 可 作为 准 
线 . 

选取 一 空间 坐标 系 ,现在 来 求 以 曲线 

F(zr,y,z) = 0， 
[G(xz,y,z)=0 
为 准 线 , 以 Po( zo, yo, zo0) 为 顶点 的 锥 面 方程 . 


3.2 柱 面 和 锥 面 .7 


设 点 P(z,y,z) 不 是 顶点 Po, 则 点 已 在 锥 面 上 
当 且 仅 当 由 点 Po 与 已 所 确定 的 直线 必 与 准 线 丰 相交 
于 某 点 Pi(zl,y1,z1) ,因此 
TTo yl- zo 
X11 Xo YT Yo 2Z1 ~ 0 
F(zi,y1,21) = 0， 
G(zi,y1,21) = 0. 
从 上 述 方程 组 中 消去 Z1,y1, zl 得 到 一 个 关于 XT,Y, 
z 的 方程 


H(z,y,z) = 0， 

它 就 是 所 求 锥 面 的 一 般 方程 . 图 3.3 

由 方程 组 (3.2.3) 可 知 : 若 点 Pi 取 遍 准 线 厂 上 所 有 点 , 则 连接 点 Pi 与 顶点 
Po 的 动 母线 形成 整个 锥 面 .显然 ,顶点 与 锥 面 上 任意 其 他 点 的 连 线 位 于 锥 面 上 ,这 
是 锥 面 的 一 个 重要 几何 特征 . 

回 到 例 3.1.3 中 的 圆锥 面 , 它 以 原点 为 顶点 ,其 方程 z*+ 一 tara*z:=0 是 
二 次 齐 次 方程 , 现 引 人 一 般 的 齐 次 方程 . 

如 果 函 数 F(z,y,z) 中 的 z,y,z 分 别 以 tr ,ity,itz 代替 ,总 有 

F(tr,ty,tz) = t?F(zx,y,z)， 为 任意 实数 ， 

其 中 2” 为 正 整数 ,那么 F(z,y,z) 叫 做 ”次 齐 次 函数 ,F(z,y,z)=0 叫 做 ”次 齐 
次 方程 . 

命题 3.2.2 ”在 取 和 定 的 空间 坐标 系 下 ,一 ， 
y,z 的 n 次 齐 次 方程 的 图 像 是 顶点 在 原点 的 锥 
面 . 

证 明 设 F(zx,y,z)=0 是 一 个 n 次 齐 次 
方程 , 则 

F(tz,ty,t2) = t"F(zx,y,z) = 0. 
将 上 =0 代 人 上 式 ,得 F(0,0,0) =0, 说 明 原点 
》 在 方程 的 图 像 上 . 
设 非 原点 Pi (zl, yi, z1) 满 足 下 (x1, yl， 
z1)=0, 则 直线 OP; 的 方程 为 
图 3.4 T= Xit, y= yt, z= it, 
代 人 F(z,y,z)=0, 得 
F(tzxi1, ty1,t21) = t"*F(z1,y1,21) = 0， 

这 说 明 直 线 OP; 上 的 每 一 点 均 落 在 方程 (x,y,z)=0 的 图 像 上 (图 3.4), 从 而 
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方程 F(z,y,z)=0 的 图 像 是 由 过 原点 的 一 族 直线 组 成 , 即 它 是 以 原点 为 顶点 的 
锥 面 . 

推论 3.2.1 一 个 关于 xz 一 x0,y 一 yo,z 一 zo 的 齐 次 方程 表示 以 点 (zo, yo， 
z0) 为 顶点 的 锥 面 . 

例 3.2.3 已 知 锥 面 顶 点 为 (3, - 1, - 2), 准 线 为 zz+ yz?=1,z 一 y+ 
z 二 0, 试 求 它 的 方程 . 

解 设 Pi(zi,yi,z1) 为 准 线 上 任意 点 ,连接 点 Pi 与 顶点 (3, -1, 一 2) 的 母 
线 为 


将 它们 的 比值 记 为 二 ,得 
X11=3+t(z-3), =-1+i(y+1), zi =—-2+1i:(z+2), 
代 人 zi,y1,zi 所 满足 的 方程 
zfi+yi- zf=1, 
1 = 0, 
得 
训 +t(z-3)] +[-1+zty+1)]2-[-2+tz+2)]2 = 1, 
t[(x—-3)-(y+1)+(z+2)]+2=0. 
(3.2.4) 
消去 上 ,由 上 式 中 的 第 二 式 解 得 


2 
“A Sry (2 
再 将 上 的 表达 式 代 人 (3.2.4) 式 中 的 第 一 式 ,经 化 简 整 理 得 锥 面 的 一 般 方 程 为 
3(x—3)—S5(y+1)+7(z+2)*—6(zx—3)(y+1) 
+ 10(z —3)(z +2)—2(y+1)(z+2)=0. 

注 “在 本 节 中 多 次 出 现 “ 空 间 坐标 系 " 一 词 ,未 明确 指出 它 是 直角 坐标 系 还 是 
仿 射 坐标 系 , 初 学 者 可 以 理解 为 空间 直角 坐标 系 .但 本 节 讨 论 的 内 容 未 涉及 度量 ， 
在 仿 射 坐标 系 下 也 是 成 立 的 .事实 上 ,采用 何 种 坐标 系 随 是 否 涉及 度量 而 定 . 如果 
与 度量 有 关 , 则 用 直角 坐标 系 ,否则 可 用 仿 射 坐标 系 .例如 下 一 节 讨 论 旋转 曲面 便 
使 用 直角 坐标 系 . 


3.2 柱 面 和 锥 面 “0 


习 题 3.2 
1. 求 下 列 柱 面 方程 : 
(1) We 


(2) 线 为 | Pe 1 母线 平行 于 xz 轴 ; 

(3) pa | 母线 平行 于 向 量 (1, 1,1); 
z+ y=4, 要 

(4) 准 线 为 | -了 “母线 平行 于 向 量 ( -1,0,1); 
i Wt 

(5) 准 线 为 | 母线 平行 于 向 量 ( -2,0,1). 


yy 二 mz, 


2. 求 与 直线 |”_ 
3. 求 下 列 锥 面 方程 ; 


a2 
平行 , 且 与 贺 be “ "相交 的 一 族 直线 所 产生 的 曲面 方程 


六 =2pr, 
z 二 上 k( 非 零 常数 ); 


2 
”A 
4 1, 


(1) mtn a" (2) 顶点 在 原点 , 准 线 为 


z=2; 
r+y +z:=4, 


(3) 顶点 为 (0, -2,0), 准 线 为 |”， > 


4. 已 知 锥 面 S 的 顶点 为 (2,5 yA S 与 yOz 平 面 的 交 线 是 图 ,这 个 圆 的 圆心 为 (0， 1,1), 半 
径 为 2, 求 锥 面 S 的 方程 . 

5. 证 明 命题 3.2.1. 

以 下 各 题 在 直角 坐标 系 中 讨论 . 

6. 过 工 轴 和 y 轴 分 别 作 动 平面 ,其 交角 为 a( 常 数 ) , 求 交 线 的 轨迹 方程 ,并 证 明 它 是 一 个 锥 
面 . 

7. 设 一 柱 面 的 母线 方向 与 三 条 坐标 轴 正 向 交 成 等 角 , 且 其 母线 总 是 与 球面 

T+y+2z? =1 


相 切 , 求 它 的 方程 . 
8. 已 知 三 条 平行 直线 z=y=z,z+1=y=z-1,z-1=y+1=z 一 2, 求 经 过 它们 的 圆柱 
面 方程 . : 
9. 求 过 三 条 坐标 轴 的 圆锥 面 方程 . 
10. 已 知 平面 az + 加 +cz=0(ak 天 0) 与 锥 面 zy+ yz + zz=0 的 交 线 是 两 条 正 交 直线 ,证 
明 : 
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3.3 旋转 曲面 


定义 3.3.1 一 条 曲线 本 绕 着 一 条 直线 1 旋转 一 周 所 产生 的 曲面 叫做 旋转 曲 
面 , 矿 叫做 旋转 曲面 的 母线 ,i 叫做 旋转 轴 或 轴 . 

母线 厂 上 每 一 点 绕 轴 4 旋转 得 到 的 圆 称 为 纬 圆 或 纬 线 . 如 果 母 线 与 旋转 轴 相 
交 , 那 么 过 交点 的 纬 圆 就 是 交点 本 身 .以 轴 ! 为 界 的 半 平 面 与 旋转 曲面 的 交 线 称 为 
经 线 .经 线 可 以 作为 母线 ,但 母线 不 一 定 是 经 线 . 旋转 面 上 每 一 条 与 任意 一 个 纬 圆 
都 相交 的 曲线 都 可 以 作为 母线 . 

球面 是 旋转 曲面 ,每 一 个 大 圆 都 可 作为 母线 , 它 的 每 一 条 直径 所 在 的 直线 都 可 
作为 旋转 轴 . 而 一 个 圆 绕 一 条 与 它 共 面 但 相 离 的 直线 旋转 所 得 的 旋转 面 是 环 面 (图 
3.11). 又 如 两 条 平行 直线 中 的 一 条 绕 另 一 条 旋转 所 得 的 旋转 面 是 圆柱 面 ,两 条 非 
垂直 相交 的 直线 中 的 一 条 绕 另 一 条 旋转 所 得 的 旋转 面 是 圆锥 面 . 

在 建立 旋转 曲面 的 方程 之 前 , 先 分 析 旋 转 
曲面 上 点 的 妃 何 特性 .把 以 ! 为 轴 ,T 为 母线 的 
旋转 曲面 记 为 S ,并 假设 ! 过 点 Po, 方向 向 量 为 
7. 空 间 点 已 E 旋 转 面 S 的 必要 充分 条 件 是 点 
P 绕 轴 ! 旋转 所 得 的 圆 和 母线 本 有 交点 ,因而 
存在 母线 上 一 点 Pi ,使 得 点 P 位 于 过 点 Pi 
的 纬 圆 上 . 而 这 个 纬 圆 必 在 过 点 Pi 且 垂 直 于 轴 
/ 的 平面 上 ,并 且 纬 圆 上 的 每 个 点 与 点 Po 的 距 
离 均 相等 (图 3.5). 

由 于 在 上 面 的 分 析 中 用 到 了 长 度 和 垂直 等 
概念 ,因此 我 们 在 直角 坐标 系 下 建立 旋转 面 的 

方程 .假设 旋转 面 S 的 母线 卫 的 方程 为 
图 3.5 F(z,y,z) = 0， 
G(z,y,z) = 0， 
轴 ! 经 过 点 Po(zo,yo, zo) ,方向 问 量 w = (1 ,zz ,22) 

点 P(z,y,z)ES 当 且 仅 当 存在 点 Pi(zi,yi,zi)E 工 ,使 得 点 了 位 于 过 点 Pi 
的 纬 圆 上 .该 纬 圆 看 成 是 过 点 Pi 且 垂 直 于 轴 /1 的 平面 与 一 球面 的 交 线 ,这 一 球面 
以 Po(zo, yo, zo) 为 球 心 ,以 |BPoPi|=V (zi1- xo)+ (yi 一 yo)>+ (zi 一 zo) 为 半 
径 , 因 此 有 


3.3 旋转 曲面 - 81: 


( 工 一 Zo) +(y-y) +(z—z0) = (zl 一 zzo)2 二 (y1 20) + (zi 一 20) ， 
lz-r)+m(y~- yy) +n(z~ zi)= 0, 
下 (zl,yiy 21) = 0， 
G(Gzi,yl,zl) = 0. 
(3.3.1) 
从 上 述 方程 组 中 消去 zi, yi, zl , 便 得 到 旋转 曲面 S 的 一 般 方程 . 
例 3.3.1 求 直线 -= 郑 = 坏 绕 直 线 z=y=z 施 转 所 得 的 施 转 曲面 方 
程 . 


解法 一 在 母线 王 -= 之 = 三 上 任 取 一 点 Pi(z1, yi1, z1). 因为 旋转 轴 过 点 
O(0,0,0) ,所 以 过 点 P, 的 纬 圆 方程 可 写 为 


1.(z 一 zi)+1.(y-y)+1l1.(z->z)=0， 
oR 2，, 2，.2 (3.3.2) 
Z +y+z = ztt+ yi t+ 1, 
肥 
| 
i (3.3.3) 


从 (3.3.2) 式 及 (3.3.3) 式 中 消去 zi1,y1,z1, 得 所 求 旋转 面 方 程 为 


+t tt tt yt 1 


解法 二 容易 看 出 直线 /1: 生 -+= 学 = 芋 与 1:z=y=x 相交 于 点 Po(2,2， 


2), 因 此 4 绕 ls 旋转 所 得 的 曲面 是 圆锥 面 , 它 由 顶点 ,旋转 轴 及 半 顶 角 所 决定 ,这 
里 顶点 是 点 Po, 旋 转轴 为 直线 1,, 半 顶 角 a 是 直线 与 1z 的 夹 角 ( 取 锐 角 ). 又 1 
与 12 的 方向 向 量 分 别 为 v1 = (1,2,2) 和 wz = (1,1,1), 因 而 
ww | v1 * v> | 4 
0 | vi [| v2 | ”33 
设 P(z,y,z) 是 圆锥 面 上 任意 点 , 且 PP 天 Po , 则 


3 
| cosL (Po , »,) |= cosa = 33， 


7 11 v2 |， 
3Y3 
于 是 所 求 的 圆锥 面 方程 为 


9(z+y+z-6) =2S[(z-2) +(y 一 2) +:(z 一 2)2]. 
下 面 讨论 旋转 曲面 的 母线 是 坐标 平面 内 的 曲线 ,旋转 轴 是 该 坐标 面 上 的 坐标 
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轴 的 情形 .不 妨 设 母线 卫 为 

f(y,z) = 0， 

Z 二 0， 
旋转 轴 为 z 轴 . 将 下 绕 z 轴 旋 转 所 得 曲面 记 为 S ,我 们 采用 另 一 种 方法 推导 它 的 方 
程 . 设 点 MCz,y,z) 绕 z 轴 旋 转 所 得 圆 C 与 yOz 平面 的 交点 为 Mi 和 M2 , 则 它们 
的 坐标 分 别 为 

(0,V z+y,z) 和 (0, -Vzx+y,z). 

点 MES 当 且 仅 当 圆 C 与 趟 有 交点 ,因而 点 Mi 和 M2 中 有 一 个 在 上 , 故 


FIvwz2+yz)=0 或 f(-vVzr’+y,z) = 0， 


f(t+V r+y,z)=0, 
这 就 是 旋转 曲面 S 的 方程 . 
同 理 可 得 到 曲线 卫 绕 > 轴 旋 转 的 旋转 曲面 方程 为 
f(y, +V z+ zx)=0. 
一 般 地 ,坐标 平面 上 的 曲线 绕 此 平面 上 的 一 条 坐标 轴 旋 转 ,其 旋转 曲面 方程 可 
按 下 列 方式 写 出 :对 于 曲线 卫 在 坐标 面 上 的 方程 ,保留 与 旋转 轴 同 名 的 坐标 ,而 以 
其 他 两 个 坐标 平方 和 的 平方 根 代替 方程 中 的 另 一 坐标 . 
读者 不 难看 出 , 形 如 F(zx?+ yy,z)=0 的 方程 的 图 像 是 以 > 轴 为 旋转 轴 的 旋 
转 面 .例如 方程 (zz2+ 交 )(1+ z?)=1 表示 以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 , 它 的 一 条 母 
线 方程 可 以 取 为 
I + z2) = 1, 
z=0, 
读者 还 可 写 出 另外 的 母线 方程 . 
例 3.3.2 (1) 设 0>c ,椭圆 


绕 > 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
y zx* z2 
i 


称 为 长 形 旋转 椭 球 面 (图 3.6). 卫 绕 z 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 称 为 扁 形 旋转 椭 球 面 
(图 3.7) ,其 方程 为 


3.3 旋转 曲面 人 


(2) 将 双 曲 线 
yy 之 2 
re 
- z=0 
绕 z 轴 ( 虚 轴 ) 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 方程 为 
zx2 ye z2 
b* bb cc? 


该 曲面 称 为 旋转 单 叶 双 曲面 (图 3.8). 厂 绕 y 轴 ( 实 轴 ) 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 方程 
为 


(3) 将 抛物 线 
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绕 > 轴 ( 对 称 轴 ) 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 方程 为 
x +y = 2pz, 

该 曲面 称 为 旋转 抛物 面 (图 3.10). 它 具有 很 好 的 
光学 性 质 , 在 焦点 处 射出 的 光线 被 它 反射 为 平行 光 
束 , 因 而 被 应 用 到 照明 灯具 (例如 汽车 前 灯 、 探 照 
灯 ) 的 制造 上 . 

例 3.3.3 将 图 

r. (> 一 b)*+ 2 = a?, 

so 

绕 = 轴 旋 转 , 求 所 得 旋转 曲面 ( 称 为 圆 环 面 ) 的 方程 . 

解 因为 了 是 yDz 平面 上 的 曲线 ,将 方程 


(y-6)2+22=a 中 > 保持 不 变 ,y 改 成 士 V 2 二 到, 则 得 圆 环 面 的 方程 为 
(Vzrit+y -6b) +z 和 


(b>a >0) 


图 3.10 


即 
(x2+ y+ z+b :~ a) = 4 (r+ y). 


圆 环 面 的 形状 像 汽 车 轮胎 或 救生 圈 ( 图 3.11). 


1. 求 下 列 旋转 曲面 的 方程 : 


工 _2?+2_z+7 
(D 工 = 一 了 = 一 7 绕 = 轴 旋 转 ; 


3.4 曲线 与 曲面 的 参数 方程 ,曲线 族 生 成 曲面 0。 


(2) y= zx?*+4,z=0 分 别 绕 xz 轴 ,y 轴 旋 转 ; 
(3) xy= a?,z=0 绕 其 渐 近 线 旋转 ; 

(4) z= zz,z2z+ 交 =1 绕 > 轴 旋 转 ; 

(5) 直线 于 = 宇 = 二 绕 直 线 = y= = 旋转 ; 


Z 一 2y=0， xX+y=0, 


(6) 直线 绕 直线 旋转 . 
xX-2z+2=0 2y+z—1=0 
2. 下 列 曲 面 中 车 有 旋转 曲面 ,指出 其 轴 和 母线. 
1 
(1) a (2) (z+y)*-2(z—-y)=0; 
(3) 4r*+3y +4z*=2; (4) zx:— y+z = —3; 
($5) z2+ yy -3z*+2z—1=0. 
3. 求 直线 
nd : 逻 
a 0 1 


绕 z 轴 旋 转 所 成 曲面 的 方程 . 试 按 a,p8 取 值 情况 确定 方程 表示 何 种 曲面 ? 
4. 求 曲 线 


2 
于 
‘<a 12 (a>6b>0) 


绕 z 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 方程 . 


3.4 ”曲线 与 曲面 的 参数 方程 ,曲线 族 生成 曲面 
3.4.1 空间 曲线 的 参数 方程 


在 解析 几何 中 ,曲线 常常 表现 为 动 点 运动 的 轨迹 . 在 运动 的 不 同时 刻 i, 动 点 
处 于 不 同 的 位 置 ,每 个 位 置 都 确定 曲线 上 的 一 个 点 ,因此 曲线 上 的 点 的 坐标 可 表示 
为 上 的 函数 ,这 就 是 曲线 用 参数 方程 表示 的 意思 .具体 来 说 ,曲线 卫 的 参数 方程 是 
含有 一 个 参数 的 方程 组 : 


x = z(t), 
| = y(t), Es (3.4.1) 
之 二 z(t), 
其 中 I 为 定义 域 .对 于 zt 的 每 一 个 允许 值 ,由 (3.4.1) 式 确定 的 点 (zx,y, 之 ) 在 丁 
上 ,而 卫 上 任 一 点 的 坐标 都 可 由 上 的 某 个 值 通过 (3.4.1) 式 得 到 . 
参数 方程 (3.4.1) 也 可 写成 向 量 的 形式 
r= r(t), 二 
这 里 r= (zx,y,z2),r(t)= (z(t), y(t), z(t)). 
从 参数 方程 (3.4.1) 中 消去 参数 :, 便 得 到 空间 曲线 的 一 般 方程 . 例如 曲线 
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Z=acosb,y= bsing,z=c(0 委 6 委 2r) 的 一 般 方程 为 


zx2 人 
es 
a” 0 


二 CcC,， 


它 表 示 平 面 z=c 上 的 一 个 椭圆 .又 如 曲线 z= (t+1),y=2(t+1) ,xz= 一 (24+1) 
的 一 般 方程 为 
= y, 
4zx = (z — 1):, 


它 表示 过 x 轴 的 平面 与 母线 平行 于 y 轴 的 抛物 柱 面 的 交 线 . 
例 3.4.1 设 一 动 点 绕 一 条 定 直 线 作 匀 角 速度 w 的 圆周 运动 ,同时 以 速度 vo 

作 平 行 于 该 直线 的 匀速 直线 运动 ,这 个 动 点 
的 轨迹 称 为 圆柱 螺 线 . 试 建 立 圆 柱 螺 线 的 方 
程 . 

解 ”建立 坐标 系 , 取 定 直 线 为 z 轴 , 动 
点 运动 的 起 点 为 Po(a ,0,0)( 图 3.12). 假 设 
在 时 刻 1 , 动 点 的 位 置 在 P(xz,y,z), 于 是 

之 二 vot. 

又 设 PP 在 zOy 面 上 的 射影 为 N, 则 和 PoON 
= wt. 于 是 PP 点 的 坐标 z,y,z 满足 


TX 三 Qcoswt, | 
y = asinwt, —00<t<+o%, 


多 二 vot ， 


图 3.12 
这 就 是 圆柱 螺 线 的 参数 方程 ,其 中 时 间 : 是 参数 . 从 上 式 中 消去 参数 i ,得 圆柱 螺 


线 的 一 般 方 程 
z+ = a 
| = acos—z. 
由 此 可 见 , 圆 柱 螺 线 在 圆柱 面 + y*= a* 上 . 


下 例 介绍 求 平面 曲线 的 参数 方程 ,首先 引入 有 向 角 的 概念 .我们 知道 ,平面 有 
两 侧 ,例如 水 平 放置 的 平面 有 上 下 侧 之 分 . 取 定 平面 一 便 ,假设 10; 1, 着 是 该 平面 


上 的 右手 直角 坐标 系 ,那么 向 量 i 绕 原点 逆 时 针 施 转 工 或 顺 时 针 旋转 均 得 j， 


我 们 说 它们 之 间 的 有 向 角 六 (1, 让) 是 王 或 -站 . 一 般 地 , 设 e,5 是 平面 上 两 个 非 
零 向 量 ,把 它们 的 起 点 移 到 同一 点 ,它们 之 间 的 有 向 角 XY(a ,5) 指 的 是 向 量 a 转动 
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到 方向 所 得 的 角度 .并 规定 : 道 时 针 旋 转 时 , 导 (a,p) >0; 顾 时 针 旋 转 时 , 六 (a,5) 
<0. 若 向 量 a 转动 到 b 的 方向 绕 定点 旋转 不 止 一 圈 , 则 有 向 角 迪 (a ,5b) 可 以 大 于 
27 或 小 于 -2r. 易 见 , 对 于 平面 上 任意 非 零 向 量 a,b,c, 有 

(1) A(a,b)= -HA(b,a); 

(2) A(a,b)+ A(b,c)= A(a,e); 

(3) 记 ZX (i,a)=0, 则 a= |a|(costi + sing ). 

例 3.4.2 ”位 于 同一 平面 内 的 一 小 圆 在 另 一 大 圆 内 作 无 滑动 滚动 ,小 圆 上 点 
P 滚动 所 产生 的 轨迹 叫做 内 旋 轮 线 或 内 摆 线 . 试 导出 它 的 参数 方程 . 

解 ”建立 平面 直角 坐标 系 , 取 大 圆 圆心 为 坐标 原点 ,z 轴 过 点 了 的 初始 位 置 A 
(图 3.13). 设 大 圆 与 小 圆 半径 分 别 为 c 和 2 , 则 点 A 的 坐标 为 (a ,0). 当 小 圆 的 圆 
心 移 到 点 C 时 ,小 圆 与 大 圆 的 公 切 点 记 为 B. 令 

0 = (OA,0C), v= 7 (CE,0), 
易 见 
OC = (a — b)cosOi + (a — b)sinOi. 


又 小 圆 沿 大 圆 作 无 滑动 滚动 , 故 AB 的 长 度 = PB 的 长 度 , 即 a9 = bp,9 =20. 而 
7 (O02,0P) = (O02 ,O06) + 7 (OC, TE) 
= (OA ,OC) 才 (CP ,cB), 


即 
A (1TH) = 0- 9= “二 40. 
于 是 
十 =6(cos 0 + sin 20 )= beos 0: -bsin 2 二 gj， 


OF =0C + 
< 20 | + [Ce 一 0)sin0 — bsin “二 名 | 
小 圆 上 点 P 的 运动 轨迹 的 坐标 式 参 数 方程 是 
T= (a—b)cos0+ Bes 
0 为 参数 . 


-| — b)cos0 + beos 


和 
Gs 
b 
特别 地 , 当 a =46 时 ,应 用 公式 cos30 = 4coss0 一 3c0s0 ,sin30 = 3sin0 一 4sin30， 
内 旋转 线 方程 可 化 为 


y= (a —b)sing — bsin 


= .icos30， 


y asinm0, 
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即 


” 它 叫 做 星 形 线 , 如 图 3.13 所 示 . 


3.4.2 空间 曲面 的 参数 方程 


我 们 先 看 两 个 具体 例子 . 

例 3.4.3 ”球面 的 参数 方程 与 点 的 球面 坐标 . 

设 球面 的 球 心 在 原点 ,半径 为 R. 在 该 球面 上 任 取 一 点 P(z,y,z), 它 在 xOy 
平面 上 的 射影 记 为 P, ,连接 OP ,OP1. 将 x 轴 到 OP; 的 角度 (着 时 针 方向 为 正 ) 记 
为 9.OP1i 到 OP 的 角度 记 为 p( 点 P 在 xOy 面 上 方 时 ,9 为 正 , 反 之 为 负 ), 则 有 

Z = Reosgpeos0, 


y= Reospsin0,， 一 2 ， 一 天 < 0 雯 7. (3.4.2) 


7<?< 


z= Rsing, 

(3.4.2) 式 就 是 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 球 
面 的 参数 方程 ,其 中 参数 p ,0 分 别称 为 纬度 
和 经 度 (图 3.14) .如果 将 地 球 表面 近似 地 看 
.成 一 个 球面 ,那么 地 球 表 面 上 点 的 位 置 就 由 
它 的 经 度 和 纬度 完全 决定 ,因此 经 度 和 纬度 
又 称 为 地 理 坐 标 . 

本 因为 空间 中 任意 点 M(z,y,z) 必 在 以 
原点 为 球 心 ,以 >= |OM | 为 半径 的 球面 上 ， 

而 球面 上 的 点 (除去 它 与 z 轴 的 交点 外 ) 又 由 参数 (p,0) 惟 一 确定 ,因此 ,除去 = 轴 
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外 ,空间 中 的 点 M 由 有 序 实数 组 (7 ,op,0) 惟 一 确定 ,我 们 把 (r,w,0) 称 为 点 M 的 
球面 坐标 或 空间 极 坐 标 ,其 中 之 0, - F<9S7， -a 


空间 点 的 直角 坐标 (x ,y,z) 和 球面 坐标 (7 ,pg ,0) 之 间 的 变换 公式 为 
| = rcospcosDO ， 


y = rcosypsing ， 


z= rsing 


r=Vr ty +z, 


, 包 
9 = arcsin 


乡 
/7 十 y+ 本 
并 . y 
cos@ = ， Sing = 
[r+ [r+ 


在 球面 坐标 系 (r ,pg,0) 中 ,我 们 来 看 下 列 方程 表示 的 曲面 : 
(1) r= ro( 常 数 ) ,表示 以 原点 为 球 心 ,半径 为 ro 的 球面 ; 


(2) 9= “( 小 于 了 的 正常 数 ) ,表示 以 原点 为 顶点 ,> 轴 为 轴 , 半 项 角 为 > ~ 
的 圆锥 面 的 上 半 部 分 ; 

(3) 6= 8( 常 数 ) ,表示 以 = 轴 为 界 的 半 平 面 , 它 与 xOz 面 夹 角 为 B。 

例 3.4.4 ”半径 为 尺 ,以 x 轴 为 对 称 轴 的 圆柱 面 z?+ ?2 = R? 的 参数 方程 为 


X= R cos0, 

(y= Ra 0 委 0<2r, 一 co<z<+co， (3.4.3) 

全 这 

其 中 9,z 为 参数 . 不 难看 出 , 除 z 轴 外 ,空间 中 任意 点 P(z,y,z) 必 在 以 >= 

V z2+ yy 为 半径 ,以 z 轴 为 对 称 轴 的 圆柱 面 上 ,而 该 圆柱 面 上 的 点 又 由 数 对 (0,>) 

惟一 确定 .因此 ,除去 z 轴 外 ,空间 点 已 由 有 序 实数 组 (>,0, =) 惟一 确定 .(r,0,>) 

称 为 点 的 柱 面 坐标 或 室 间 半 极 坐标 ,这 里 r 之 0,0 夺 06<2x, 一 <zx<+%. 
空间 点 的 直角 坐标 (zx,y,z) 和 柱 面 坐 标 (r ,0,z) 之 间 的 关系 是 

X= rr cos0, 

| = r sin0, 


包 一 包 
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7 一 z+ y, 
并 
cos0 = ， Sinlg = > 
fe 区 z+ 
人 


这 样 一 来 ,在 空间 中 除了 仿 射 坐标 系 和 直角 坐标 系 这 两 种 常用 的 坐标 系 外 ,还 可 以 
引入 其 他 的 坐标 系 ,例如 球面 坐标 系 和 柱 面 坐标 系 .对 于 某 些 特殊 的 图 形 , 用 它们 
来 表示 方程 更 为 简洁 . 

现 考虑 一 般 的 空间 曲面 S 的 参数 方程 . 如果 曲 面 S 上 的 点 的 坐标 表示 成 两 个 
-参数 u,v 的 函数 ,由 它们 给 出 的 方程 组 


5 
-ze (u,v)ED (3.4.4) 
z= z(u,v), 

(DD 为 wv 平面 上 的 区 域 ) 叫 做 曲面 S 的 参数 方程 ,其 中 对 于 (w,v) 的 每 一 对 允许 

值 ,由 (3.4.4) 式 确定 的 点 (zx,y,z) 在 S 上 ,并 且 S 上 任 一 点 的 坐标 都 可 由 (w ,wv) 

的 某 一 对 值 通过 (3.4.4) 式 得 到 . 于 是 通过 曲面 的 参数 方程 (3.4.4) ,曲面 S 上 的 

点 (可 能 要 除去 某 些 点 ) 便 可 由 数 对 (wu ,wv ) 来 确 

定 , 我 们 把 ( ,v) 称 为 曲面 S 上 点 的 曲 纹 坐 标 . 
参数 方程 (3.4.4) 也 可 以 写成 向 量 形 式 

r=r(u,v), (u,v) ED, 

这 里 r= (zx,y,z),r(u,v)= (z(u,v),y(u, 

v),z(u,v)). 

例 3.4.5 设 旋转 曲面 的 母线 卫 由 参数 
方程 

r= X(t), 
=o) atb 
z = z(t), 
给 出 ,并 以 z 轴 为 旋转 轴 , 求 该 旋转 曲面 的 方 
程 . 

解 在 工 上 任 取 一 点 Po(xz (to), y(to)， 
z(t0)), 过 点 Po 的 纬 圆 在 平面 z= z(to) 上 ,并 
以 点 A (0, 0, = (zo)) 为 圆心 ,以 |AB 1 = 
AZz2(to)+ 六 (io) 为 半径 (图 3.1S) ,因此 这 个 纬 圆 的 参数 方程 是 


图 3.15 
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T= Z2(t0) 十 y(t0)cos0, 
y=Vr(to) + y(to)sing, 0ZO0K2x. 


z = z(to), 
当 Po 取 遍 曲线 厂 上 所 有 点 时 ,所 有 这 样 的 纬 圆 组 成 所 求 的 旋转 曲面 ,因此 旋转 曲 
面 的 参数 方程 为 
元 二 V zz2(t) + y(t)cos0, 
y = Vz (ti) + y(t)sing, a 区 tb, 0<0R&27n, 
过 一 z(t), 
这 里 参数 为 1 ,0. 
读者 容易 验证 , 例 3.3.3 中 的 圆 环 面 的 参数 方程 可 写成 
X= (b+ acost)cos0, 
[y= + aon a 三 1: 三 b， 0 二 0 声 2x. 
z = asint, | 
例 3.4.6 设 有 空间 中 两 条 异 面 直线 L1,L2, 将 Li 绕 Ls 旋转 一 周 ,所 得 
转 曲 面 是 旋转 单 叶 双 曲面 或 平面 (的 一 部 分 ). 
证 明 选择 直角 坐标 系 : 取 上 为 z 轴 ,LL 和 上 工 2 的 公 垂 线 为 zx 轴 , 世 1 与 
轴 的 交点 为 (a,0,0), 其 中 a 为 Li,L; 之 间 的 距离 . 设 工 ; 的 方向 向 量 为 w = (1， 
m,n), 则 工 | 的 方程 为 


l m n 
因为 Li 与 zx 轴 垂 直 , 所 以 /=0. 又 与 L2( 即 zx 轴 ) 异 面 , 则 
a 0Q 0 
0 0 1 和 0， 
i m nn 
从 而 m 冯 0. 于 是 Li 的 方向 矢量 可 以 设 为 v= (0,1,5), 这 样 L1 的 方程 为 
一 3 4 
pe 


化 成 参数 方程 为 


Li 绕 L,(z 轴 ) 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 参数 方程 为 
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X=Va?+1 cos0, 
y=Val+z sing, -eco<ti<+tc，0 乏 9 乏 2xz. (3.4.5) 
2 一 做 ， 

当 0 尖 0 时 ,消去 参数 ,0 得 

ed 
a? a2b? 


2 

二 

这 是 一 个 旋转 单 叶 双 曲面 . 

当 45=0 时 ,这 时 上 1,L, 异 面 垂直 .从 方程 组 (3.4.5) 中 消去 参数 0 ,得 

x+y 二 4 
z 三 0， 

这 是 zxOy 平面 上 半径 之 a 的 圆 的 轨迹 , 即 为 xOy 平面 控 去 不 含 边 界 的 圆 盘 {(z， 

y,0)| zx + y :<a?l. 


3.4.3 ”曲线 族 生 成 曲面 


从 寺 面 特殊 邹 面 的 讨论 自然 想到 ,空间 曲面 可 以 看 成 满足 某 种 条 件 的 动 曲 线 
的 运动 轨迹 .例如 , 柱 面 是 由 平行 于 定 方向 且 沿 着 准 线 运 动 的 直线 所 产生 , 它 是 一 
族 平行 直线 生成 的 曲面 ; 锥 面 是 由 通过 定点 且 沿 着 准 线 运 动 的 直线 所 产生 ,这 是 空 
间 一 族 共 点 直线 生成 的 曲面 ;旋转 曲面 则 是 由 一 曲线 绕 其 轴 旋 转 一 周 而 产 生 , 它 又 
可 以 看 成 一 族 纬 圆 生成 的 曲面 . 在 推导 这 种 由 曲线 运动 所 产生 的 曲面 方程 时 ,使 用 
了 相同 的 方法 , 即 先 写 出 含有 参数 的 母线 族 或 纬 圆 族 的 方程 
人 = 0， 
GCCzyyyzyziyylyzl) = 0， 
以 及 参数 zl ,yi zl 所 应 满足 的 关系 式 
人 = 0， 
G2(zl,yl,zl) = 0， 
然后 由 上 面 四 个 式 子 消去 三 个 参数 zl ,yi, zl1, 便 得 到 所 要 求 的 曲面 方程 . 
一 般 地 ,一 个 含有 上 个 参数 和 1,42,… ,入 的 曲线 族 
F(x,y,z,A1,..,A.) = 0, 
| = 
其 中 上 个 参数 如 果 满 足 & 一 1 个 关系 式 
BA Ne) =0, i=1,2,.%…,k—1, (3.4.7) 
那么 从 (3.4.6) 与 (3.4.7) 中 的 有 上 +1I 个 式 子 消去 & 个 参数 人 1 …, 和 ,就 得 到 由 曲 
线 族 (3.4.6) 所 生成 的 曲面 的 一 般 方程 . 
特别 ,由 直线 族 生 成 的 曲面 叫做 直 纹 曲面 , 直 纹 面 上 的 直线 叫 直 母线 . 例如 柱 


~ Et 


(3.4.6) 


3.4 ”曲线 与 曲面 的 参数 方程 ,曲线 族 生 成 曲面 93、 


面 与 锥 面 都 是 直 纹 面 . 

例 3.4.7 求 与 两 直线 y=0,z=c 与 x=0,z= 一 c(c 关 0) 均 相交 , 且 与 双 曲 
线 zy+c =0,z=0 也 相交 的 动 直线 所 产生 的 曲面 方程 . 

解法 一 ”在 已 知 二 直线 上 分 别 取 点 (XA,0,c) 和 (0, yp, 一 c), 其 中 和 ,py 是 参数 ， 
于 是 动 直线 方程 为 ; 


二 E> 2 (3.4.8) 
因 直 线 (3.4.8) 与 已 知 双 曲线 相交 , 令 z=0, 则 有 
= A gr 贡 记 
A 和 -Ap 2 
故 得 z= 了 ,y= 如 ,代入 zy+ c=0 中 得 
i 0 (3.4.9) 
由 (3.4.8) 式 得 
_ 2 _ -2% 
z+c’” FF zx-e’ 
将 上 式 代 人 (3.4.9) 式 即 得 所 求 曲 面 方 程 为 
z2— xy = c?. (3.4.10) 


解法 二 ”利用 平面 束 来 解 此 题 .以 y=0,z=c 为 轴 的 平面 束 方程 为 y+ 
A(z 一 c)=0, 以 z=0,z= 一 c 为 轴 的 平面 束 方程 为 z+ jy(z+c)=0, 则 动 直线 方 
程 为 
| y+ A(z 过 c) 一 0， 
Z+Az+c)=0. 
又 动 直线 要 与 已 知 双 曲 线 相交 ,将 (3.4.11) 式 与 已 知 双 曲线 方程 联 立 ,得 到 
AAA =1. (3.4.12) 
从 (3.4.11) 与 (3.4.12) 中 消去 参数 A,y 即 得 所 求 曲 面 方程 (3.4.10). 


习 . 题 3.4 
1. 将 下 列 有 曲线 的 参数 方程 化 为 一 般 方程 ,并 指出 其 名 称 . 


X=20c0s0, X=3+:, T= 3sint, 
fa-2re -rz (3) 4 y=4sint, 


(3.4.11) 


z=2; z=4t; z= Seost. 

2. 将 下 列 曲 面 的 参数 方程 化 为 一 般 方程 ,并 指出 其 名 称 . 

hs fe 0<u<2x, 而 | 0 和 vv<2r， 
y 一 vsint， _» 次 于 >>1; 
Zz 三 v, 0 z= +tV ui-l, We 
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X= acoswoos0, 
外 9 ” 0OSb<2r， 
= poososing ， 

本 0<p<2x. 

z= ceosg, 
3. 证 明 曲 线 

zt 3 

1+z12+14” 站 1+t12 二 1 和 1+ 12+z4 


在 一 球面 上 ( 称 为 球面 曲线 ) ,并 求 所 在 球面 的 方程 . 
4. 求 下 列 曲线 与 曲面 的 参数 方程 : 


(-oo <it<+°) 


i ty et 

z=c; z= kr; rxy=1; 

(4) 珀 -入 =2z; (5) 五 + 三-=2z 

5. 一 个 圆 在 一 条 直线 上 无 滑动 地 滚动 , 动 圆 上 一 点 已 运动 的 轨迹 叫做 旋 轮 线 或 摆 线 . 试 建 
立 旋 轮 线 的 参数 方程 . 

6. 当 一 圆 沿 另 一 定 圆 的 外 部 作 无 滑动 滚动 时 , 动 圆 上 一 点 的 轨迹 称 为 外 旋 轮 线 . 如 果 用 a 
和 65 分别 表 示 定 圆 与 动 圆 的 半径 , 试 导 出 外 旋 轮 线 的 参数 方程 . 当 a = 64 时 ,曲线 叫做 心脏 线 . 

7. 已 知 曲线 :z= x(1),y= y(t),z= z(t),a 二 1 人 6b, 求 

(1) 以 械 为 准 线 , 母 线 平行 于 向 量 v = (7,m ,nn) 的 柱 面 方程 ; 

(2) 以 卫 为 准 线 ,顶点 是 (a,b,c) 的 锥 面 方程 . 

8. 设 AB 是 xOy 平面 内 平行 于 > 轴 的 直线 ,在 AB 上 任 取 一 点 C, 在 COz 平面 内 作 以 O 〇 为 
圆心 ,以 OC 为 半径 的 圆 . 当 C 在 AB 上 变动 时 , 求 这 圆 所 产生 的 曲面 . 

9. 求 与 下 列 三 条 直线 都 共 面 的 直线 所 生成 的 曲面 方程 ,并 指出 曲面 名 称 . 

z=1, X= 一 下， 并 一 2 a 4 2 
| 县 | i 


多 一 之 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 


柱 面 \ 锥 面 .旋转 曲面 等 常见 曲面 具有 明显 的 几何 特性 ,利用 这 些 图 形 的 几何 
特征 性 质 我 们 建立 了 它们 的 方程 ,本 节 则 从 方程 出 发 来 研究 图 形 . 我 们 把 三 元 二 次 
方程 的 图 像 叫做 二 次 曲面 ,例如 二 次 柱 面 .二 次 锥 面 和 二 次 旋转 曲面 (包括 球面 ) 都 
是 二 次 曲面 .本 节 介 绍 五 种 典型 的 二 次 曲面 ,通过 适当 地 选取 坐标 系 ,它们 的 方程 
可 以 化 成 最 简 形 式 . 换 句 话说 ,我 们 从 五 种 典型 的 二 次 曲面 的 标准 方程 来 讨论 它们 
的 几何 性 质 ,描述 它们 的 几何 形状 .第 4 章 将 对 一 般 的 二 次 曲面 进行 研究 ,包括 对 
一 般 的 二 次 曲面 方程 通过 坐标 变换 化 成 标准 形式 ,二 次 曲面 的 分 类 等 . 

因为 图 形 在 结构 上 最 基本 的 几何 性 质 是 对 称 性 ,因此 从 方程 来 研究 其 图 像 需 
考虑 对 称 性 .在 本 节 讨论 中 我 们 运用 了 平行 截 割 法 ,并 且 还 用 到 空间 的 伸缩 变换 . 
所 谓 “ 平 行 截 割 法 "是 指 用 一 族 平行 平面 来 截 割 曲面 ,研究 截 口 曲 线 是 怎样 变化 的 ， 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 。 95 。 


通过 这 族 截 口 曲线 的 变化 情况 想象 出 方程 所 表示 的 曲面 的 整体 形状 . 这 是 人 们 认 
识 空间 图 形 的 一 种 有 效 方法 ,将 比较 复杂 的 空间 图 形 归结 为 比较 容易 认识 的 平面 
曲线 ,例如 测绘 工作 者 绘制 等 高 线 地 形 图 使 用 了 这 一 方法 .下 面 再 对 空间 的 伸缩 变 
换 稍 作 介绍 . 

取 定 一 空间 直角 坐标 系 ,将 空间 任意 点 MLz,y,z) 变 为 点 M (zx,y,kz) 
(其 中 大 为 正常 数 ) 的 变换 叫做 空间 向 xOy 平面 作 系数 为 & 的 伸缩 变换 . 当 0< 
&<1 时 , 它 是 压缩 ; 当 &>1 时 则 为 拉 伸 .空间 图 形 向 xOy 平面 的 伸缩 变换 就 是 
对 图 形 上 的 每 一 点 作 伸缩 变换 . 同样 可 以 规定 空间 向 yOz 平面 及 向 xOz 平面 的 
伸缩 变换 . 

设 图 形 S 的 方程 为 F(x,y,z)=0, 经 过 向 zxOy 平面 作 系数 为 & 的 伸缩 变换 
后 ,S 变 为 S', 间 S 的 方程 是 什么 呢 ? 因为 空间 任意 点 M'(x,y,z) 是 由 


M(x,y, 之 ) 通 过 伸缩 变换 得 到 的 ,因此 M'E S' 当 且 仅 当 ME S, 于 是 S 的 方程 


为 F( =,y, 三 ) 三 0. 
伸缩 变换 是 空间 (作为 点 的 集合 ) 到 自身 的 一 一 对 应 , 它 把 平面 变 为 平面 ,直线 


变 为 直线 ,并 且 不 会 改变 两 条 直线 的 共 面 性 与 平行 性 ,也 保持 平面 之 间 的 相交 、 平 
行 等 关系 .我 们 将 在 第 5 章 进一步 讨论 ， 


3.5.1 椭 球 面 
在 直角 坐标 系 中 ,方程 


xz” yy z2 


i (3.5.1) 
的 图 像 叫 做 椭 球 面 或 椭圆 面 .方程 (3.5.1) 叫 做 椭 球 面 的 标准 方程 ,其 中 a,b,c 为 

任意 正常 数 , 称 为 椭 球 面 的 半 轴 . 显然 ,球面 .旋转 椭 球 面 是 椭 球 面 的 特殊 情形 . 

将 单位 球面 xz? + y+ z?=1 作 三 次 伸缩 变换 :向 yOz 平面 作 系数 为 a 的 伸 
缩 ,向 zOx 平面 作 系 数 为 6 的 伸缩 ,向 xOy 平面 作 系 数 为 c 的 伸缩 ,得 到 一 个 曲 
面 ,其 方程 就 是 (3.5.1). 因 此 对 球面 实施 伸缩 变换 不 仅 可 以 想象 出 椭 球 面 的 大 体 
形状 ,而 且 可 以 推出 椭 球 面 是 有 限 图 形 , 即 它 上 面 的 点 不 能 无 限制 地 跑 远 ,并 且 对 
于 每 个 坐标 平面 应 该 是 对 称 的 . 

现在 我 们 从 椭 球 面 方程 (3.5.1) 来 进一步 分 析 它 的 几何 性 质 与 曲面 形状 . 

(1) 对 称 性 .如果 点 (z,y,z) 在 (3.5.1) 式 表示 的 椭 球 面 S 上 , 则 它 关 于 xOy 
面 的 对 称 点 (x,y, -~ z) 也 在 S 上 , 即 S 关于 zOy 面 对 称 .同样 ,S 关于 yOz 面 及 
zOz 面 也 对 称 . 因此 三 个 坐标 面 是 机 球面 S 的 对 称 平面 . 

因为 用 一 y, 一 z 分 别 代替 y,z, 方 程 (3.5.1) 不 变 , 所 以 S 关于 xz 轴 对 称 .类 似 
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地 ,S 关于 y 轴 和 > 轴 也 对 称 .因此 三 条 坐标 轴 是 椭 球 面 S 的 对 称 轴 , 又 名 主轴 . 

用 一 xz, 一 y, 一 z 分 别 代 替 z,y,z, 方 程 (3.5.1) 不 变 , 这 说 明 椭 球 面 S 关于 坐 
标 原点 对 称 ,因而 原点 是 S 的 对 称 中 心 . 

椭 球 面 S 的 顶点 (曲面 与 对 称 轴 的 交点 ) 有 六 个 , 即 ( 土 ,0,0),(0, 土 ,0)， 
(0,0, +c). 

椭 球 面 S 与 三 个 对 称 平面 ( 即 坐 标 平 面 ) 的 交 线 是 三 个 椭圆 , 称 为 椭 球 面 的 主 
截 线 ,它们 分 别 是 


2 2 2 2 2 2 
Bl 
Ti:4a” b T2:30” 5 Ds: C 


工 二 0; 
(2) 分 布 范围 .由 方程 (3.5.1) 立 即 看 出 
| la,1yl<b,|1z le, 
即 椭 球 面 S 在 六 个 平面 z= +a,y= +b,z= 土 c 所 围 成 的 长 方 体 内 ,因此 曲面 S 
是 有 界 的 ,这 是 椭 球面 在 二 次 曲面 中 最 为 突出 的 特点 . 
(3) 截 口 .用 平面 == 户 截 曲 面 S 得 到 的 交 线 方程 是 


zz 二 hh. 
@ 当 |h|<c 时 , 交 线 是 椭圆 ,中 心 为 (0,0,h), 它 的 半 轴 分 别 是 
h? h? 
Q 1 LE 2 


@ 当 |h1=c 时 , 交 线 退化 为 一 点 
(0,0,c) 或 (0,0, 一 c). 

@ 当 |h|>c 时 ,没有 交 线 . 

因此 椭 球 面 可 以 看 作 是 由 一 个 长 、 
短 轴 可 变 的 椭圆 (所 在 平面 与 xOy 面 平 
行 ) 沿 椭圆 T 与 Ps 运动 的 轨迹 ,并 且 这 
个 变动 的 椭 图 的 两 对 顶点 分 别 在 椭圆 
与 TT 上. 

用 同样 的 方法 可 以 得 到 平面 zx =h 
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或 y= 与 椭 球 面 的 交 线 . 
根据 以 上 的 讨论 ,可 以 得 到 (3.5.1) 式 表示 的 椭 球 面 的 图 形 (图 3.16). 
椭 球 面 除了 用 标准 方程 (3.5.1) 表 示 外 ,也 可 用 参数 方程 表示 ,例如 


T= Q cospcosb， 
| -ee 0 委 0<2r， SS 
z= Cc sing, 
3.5.2 单 叶 双 曲面 
在 直角 坐标 系 下 ,方程 
于 + 世 -所 =1 a,b,c >0 (3.5.2) 


的 图 像 叫做 单 叶 双 曲 面 ,方程 (3.$.2) 叫 做 单 叶 双 曲 面 的 标准 方程 . 当 a=4 时 , 它 
表示 旋转 单 叶 双 曲 面 . 

(1) 对 称 性 . 由 方程 (3.5.2) 可 知 它 表示 的 曲面 关于 三 个 坐标 平面 、 三 条 坐标 
轴 及 坐标 原点 都 是 对 称 的 ,因此 原点 是 它 的 对 称 中 心 ,坐标 轴 是 它 的 对 称 轴 ,坐标 
平面 是 它 的 对 称 平面 . 

单 叶 双 曲 面 S 有 四 个 顶点 :( 土 ,0,0),(0, 土 上 ,0). 

S 与 三 个 坐标 面 的 交 线 分 别 是 主 截 线 


PP 称 为 腰 椭 圆 ,六 和 PP3 是 两 条 双 曲 线 ， 
(2) 分 布 范围 .由 方程 (3.5.2) 知 


2 2 
2 

因此 曲面 S 上 的 点 在 椭圆 柱 面 
x yy 
| 
a b 

的 外 部 或 柱 面 上 . 


(3) 截 口 . 用 平行 于 xOy 面 的 平面 z=4 截 曲 面 S 得 到 的 交 线 是 椭圆 


zx? y h2 
he 
a” 5b C 


z= h. 
它 的 两 对 顶点 分 别 在 双 曲 线 P 和 Ts 上 ,因此 单 叶 双 曲 面 S 可 以 看 作 是 由 一 个 
长 短 轴 可 变 的 椭圆 (所 在 平面 平行 于 xOy 平面 ) 沿 两 条 双 曲 线 T, 与 运动 的 
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轨迹 ,这 个 椭圆 的 两 对 顶点 分 别 在 这 两 条 双 曲 线 
上 (图 3.17). 


用 平面 y=& 截 曲 面 S 得 到 的 交 线 是 


x 
az2 cc? 2 


y= 三 上 . 
@ 当 |k1<6 时 , 交 线 为 双 曲 线 , 它 的 实 轴 平 
行 于 zx 轴 , 虚 轴 平 行 于 > 轴 ( 图 3.18(1)); 
@ 当 |k| >2 时 , 交 线 为 双 曲 线 , 其 实 轴 平行 
于 > 轴 , 虚 轴 平 行 于 z 轴 ( 图 3.18(2)); 
@ 当 |k| = 时 , 交 线 为 两 条 直线 ,它们 的 方 
程 为 


图 3.17 Xx 之 并 之 
2 二 ce 
款 0， | 0， 
y » 


见 图 3.18(3). 用 同样 的 方法 可 以 得 到 平面 x = 与 曲面 S 的 交 线 . 


的 图 像 均 为 单 叶 双 曲 面 . 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 .99 . 


例 3.5.1 求 单 叶 双 曲面 


a 
在 z=h 上 的 截 口 曲线 椭圆 的 焦点 随 参 数 h(E€ER) 变 动 的 轨迹 . 
解 ” 因 为 平面 族 z= 有 h(h 为 任意 实数 ) 截 单 叶 双 曲面 所 得 的 交 线 是 一 族 椭圆 ， 
它们 的 方程 为 


h, 


其 长 半 轴 为 Ve + pe 好 , 故 它们 的 焦点 坐标 为 
=+ V(r (e+), 

= 0， 

z= 上 . 
消去 参数 h, 即 得 焦点 轨迹 方程 为 

x2 2 
上 -bb2 区 > 
二 0， 
它 是 xOz 平面 上 的 双 曲 线 . 
3.$.3 双 叶 双 曲 面 


“在 直角 坐标 系 下 ,方程 


1 (3.5.3) 
a c 


的 图 像 叫做 双 叶 双 曲 面 ,方程 (3.5.3) 称 为 该 曲面 的 标准 方程 . 

(1) 对 称 性 . 双 叶 双 曲 面 关 于 三 个 坐标 平面 ,三 条 坐标 轴 都 对 称 , 关 于 坐标 原 
点 也 对 称 . 曲面 与 zx 轴 ,y 轴 没 有 交点 ,与 z 轴 交 于 (0,0, +tc), 因 此 曲面 的 顶点 只 
有 两 个 . 

(2) 分 布 范围 .由 方程 (3.5.3) 可 知 ,曲面 上 的 点 满足 = 之 c… ,因此 曲面 分 成 两 
叶 z 之 c 与 z 志 一 c, 一 叶 在 平面 z=c 的 上 方 , 另 一 叶 在 平面 z= 一 c 的 下 方 . 

(3) 截 口 . 

Q@ 用 平行 于 xOy 平面 的 平面 z=h(|h | 之 c) 截 曲面 得 交 线 方程 
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| 十 六 = ， 
a b C 
2 一天. 
当 | 产 | = c , 交 线 退化 为 一 点 (0,0,c) 或 (0,0, - c). 
当 | 关 | >c 时 , 交 线 是 椭圆 , 它 的 四 个 顶点 分 别 在 另 
两 个 坐标 平面 z=0 和 y=0 上 .但 曲面 在 这 两 个 


对 称 平面 上 的 截 线 都 是 双 曲 线 
Fl 2 
站 :402 oe 和 Ty:4a* ec? 
y z=0 y= 0. 


由 此 可 见 , 双 叶 双 曲面 可 以 看 作 是 由 一 个 长 、 短 轴 
可 变 的 椭圆 (所 在 平面 垂直 于 z 轴 ) 沿 这 两 条 双 曲 
线 运 动 的 轨迹 ,这 个 椭圆 的 两 对 顶点 分 别 在 这 两 条 
双 曲 线 上 (图 3.19). 

( 用 平行 于 zOx 平面 的 平面 y= 截 曲 面 所 
得 交 线 是 双 曲 线 


图 3.19 a 
a2 c2 p2” 
y= k, 


它 的 实 轴 平 行 于 > 轴 , 虚 轴 平 行 于 z 轴 . 
用 同样 的 方法 可 以 得 到 平面 x = 与 曲面 的 交 线 . 


方程 
2 人 
St 和 ee 
a C a C 
的 图 像 也 都 是 双 叶 双 曲 面 . 


单 叶 双 曲 面 与 双 叶 双 曲 面 统 称 为 双 曲 面 . 下面 我 们 考察 双 曲 面 (3.5.2)， 
(3.5.3) 与 二 次 锥 面 


0 (3.5.4) 
之 间 的 关系 .首先 ,下 面 三 个 旋转 曲面 , 即 旋转 单 叶 双 曲 面 、 旋 转 双 叶 双 曲 面 及 圆锥 


bp 有 2 ce pa ” pb pb ce 
可 分 别 由 yOz 坐标 面 上 的 一 对 共 斩 双 曲线 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 。101 . 


以 及 它们 的 渐 近 线 


绕 z 轴 旋 转 得 到 .再 经 向 yOz 平面 作 系数 为 的 伸缩 变换 ,上 面 三 个 旋转 曲面 分 
别 变 为 下 面 的 单 叶 双 曲 面 、 双 叶 双 曲面 和 二 次 锥 面 


2 2 2 2 2 2 
TX 之 X 之 
A 


2 p2 人 2 
由 此 可 见 , 二 次 锥 面 (3.5.4) 位 于 单 叶 双 曲 面 
(3.5.2) 和 双 叶 双 曲 面 (3.5.3) 之 间 . 这 三 个 曲 
面 可 向 上 、 向 下 无 限 延 伸 , 无 公共 点 但 可 无 限 接 
近 ( 图 3.20). 我 们 把 二 次 锥 面 (3.5.4) 叫 做 单 
叶 双 曲面 (3.5.2) 和 双 叶 双 曲 面 (3.5.3) 的 渐 近 
锥 面 . 

例 3.5.2” 求 到 一 定点 和 一 定 平面 (定点 
不 在 定 平面 上 ) 距 离 之 比 等 于 常数 的 点 的 轨迹 . 

解 ” 首 先 建 立 坐 标 系 , 取 定 平面 为 zOy 平 
面 , 定 点 向 定 平面 所 作 垂 线 为 > 轴 , 垂 足 为 原 
点 , 则 定点 坐标 可 设 为 (0,0,a). 又 设 比 值 为 
(>0) , 则 有 

Vrit+y+(z-a) =k1z|, 

即 图 3.20 
Xx:+ y+(1 -hk)z = 2az 一 0 


讨论 : 当 =1 时 ,方程 可 化 为 z?+ 六 =2a(z 一 了 了), 它 是 旋转 抛物 面 . 
当 & 关 1 时 ,方程 可 化 为 


z+y+(1—k)(z— 


1-k 1-k 
当 0<k<1 时 , 它 表 示 旋 转 椭 球面 ; 当 上 >>1 时 , 它 表示 旋转 双 叶 双 曲 面 . 
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3.5.4 ”椭圆 抛物 面 


2 2 
把 旋转 抛物 面 一 二 =2z 向 Oz 平面 作 系数 为 二 的 伸缩 变换 所 得 的 图 形 ， 
称 为 椭圆 抛物 面 ,其 方程 

2 


2 
S28 (3.5.5) 


S,|S 
tb 


叫做 椭圆 抛物 面 的 标准 方程 . 

从 方程 (3.5.5) 可 知 , 椭 圆 抛物 面 以 yOz 面 和 xOx 面 为 对 称 平面 ,z 轴 为 对 称 
轴 , 无 对 称 中 心 , 顶 点 是 O(0,0,0). 该 曲面 上 点 的 z 坐标 恒 尝 0, 图 形 在 xOy 面 的 
上 上方 

用 平面 z=h(h 之 0) 截 曲面 得 交 线 的 方程 为 


2 
二 + 汪 = 2h， 
a 


当 有 hh=0 时 , 交 线 退化 为 一 点 (0,0,0); 当 hh>0 
时 , 交 线 是 椭圆 ,并 且 随 着 h 的 增 大 ,椭圆 的 半 
轴 也 增 大 . 而 它 的 四 个 顶点 分 别 在 坐标 平面 
y=0 和 xz=0 上 .但 曲面 在 这 两 个 对 称 平面 上 
的 截 线 是 抛物 线 
Dl: 


xX? = 2a2z， 


y=0 
和 
“2 = 202z， 
= 0. 

它们 的 对 称 轴 都 是 z 轴 , 顶点 和 开口 方向 均 相 
同 .因此 椭圆 扫 物 面 可 以 看 作 是 由 一 个 长 . 短 轴 

可 变 的 椭圆 (所 在 平面 平行 于 xOy 平面 ) 沿 上 述 两 条 抛物 线 运动 的 轨迹 ,并且 这 个 

椭圆 的 两 对 顶点 分 别 在 这 两 条 抛物 线 上 (图 3.21). 

曲面 与 平面 y= 的 交 线 是 抛物 线 


3.21 


k2 


这 些 抛物 线 都 与 抛物 线 全 等 ( 因 有 相同 的 焦 参 数 ), 顶 点 [0,k,265 在 r, 上 ， 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 "103 ， 


因而 椭 贺 抛物 面 又 可 以 看 成 是 抛物 线 T 平行 移动 产生 的 曲面 ,抛物线 刀 移动 
时 ,所 在 平面 平行 于 xOz 平面 ， A Tr» 上 
例 3.5.3 已 知 酉 加 抛物 面 zz+ 艺 = 2< 和 平面 = &z(R<0) 的 交 线 是 圆 ， 


试 求 此 圆 的 半径 . 
解 ” 因 为 椭圆 抛物 面 的 对 称 平面 之 一 是 平面 y=0, 所 以 圆心 在 平面 y=0 上 . 
由 方程 组 


求 得 圆 上 两 点 Pi(0,0,0) ,Pa( 友 ,0, 忆 
yo,z0, ) 是 直径 Pi1P, 的 中 点 , 则 


, 即 一 直径 的 两 个 端点 . 由 于 圆心 C( xo， 


0 yo = 0， 2 | 


从 而 圆 的 半径 为 -= | P1C| = -过 > 为 确定 系数 ,在 贺 上 再 取 一 点 Pa， 
不 妨 令 = 过, 则 由 方程 组 


0 本 和 LE 
TX 十 7 = 2z， 
r= kz, 
= 
和 
解 得 Ps 的 符 标 为 [二 ,时 ,二 | 由 于 > = cp =- 学 < 所 以 有 一 i 
党, 解 得 = 土 1( 合 去 正 值 ), 因 此 所 求 半径 = 3 
3.5.5 双 曲 抛物 面 
.方程 
2 y 
2 = ab >0 (3.5.6) 


表示 的 曲面 叫做 双 曲 抛物 面 或 马鞍 面 ,方程 (3.5.6) 叫 做 该 曲面 的 标准 方程 ， 
(1) 对 称 性 .由 方程 (3.5.6) 可 知 , 曲 面 关 于 yOz 面 、zOz 面 是 对 称 的 , 轴 是 
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它 的 对 称 轴 . 无 对 称 中 心 ,顶点 只 一 个 , 即 0(0,0,0) ,也 叫做 双 曲 抛物 面 的 鞍点 . 

曲面 与 两 个 对 称 平面 的 交 线 分 别 为 

2 __DF2 2 _D 2 
和 了; ye SS 

它们 都 是 抛物 线 , 有 相同 的 顶点 与 对 称 轴 , 但 开口 方向 不 同 ,抛物 线 荆 的 开口 方 
向 沿 z 轴 负 向 ,抛物线 T, 则 沿 z 轴 正 向 开口 . 

(2) 范围 .(3.5.6) 式 表示 的 曲面 是 无 界 的 . 

(3) 截 口 ， 

Q@ 用 平面 z=h 截 曲 面 得 交 线 方 程 为 


2 2 
a b 


z= h. 
当 有 >0 时 , 交 线 是 双 曲 线 , 它 的 实 轴 平行 于 xz 轴 , 虚 轴 平 行 于 y 轴 ; 
当 h<0 时 , 交 线 是 双 曲 线 , 它 的 实 轴 平 行 于 > 轴 , 虚 轴 平行 于 z 轴 ; 
当 =0, 交 线 是 两 条 相交 直线 


Ey EA 
ok V | 二 
二 二 0， 之 三 


@ 用 平面 z=& 截 曲面 ， 交 线 是 抛物 线 


2 k’ 
一 一 28 = 
. . 2a7) 
三 上 ， 


它 与 抛物 线 | 全 等 ， 且 硕 点 (&,0,2 0， 二 ;在 抛物 线 rm 上 .因此 双 曲 抛物 面 可 以 看 
成 是 抛物 线 T， ee ea 抛物 线 | 在 平行 移动 时 ,所 在 平面 平行 
于 yOz 平面 ,其 顶点 始终 落 在 抛物 线 全 上 (图 3.22). 

椭圆 抛物 面 与 双 曲 抛物 面 统称 为 抛物 面 ,它们 无 对 称 中 心 , 称 为 无 心 二 次 曲 
面 .而 梢 球面 和 双 曲 面 鬼 有 惟一 的 对 称 中 心 因而 叫做 中 心 二 次 曲面 . 


例 3.5.4 ”将 折 物 线 下, | 22 作 平行 移动, 使 得 抛物 线 移动 时 所 在 平面 


与 zOy 平面 平行 ,并 且 其 顶点 位 于 抛物 线 C:| ” “上, 求 动 扫 物 线 的 轨 计 


解 ”抛物 线 卫 平 行 移动 ,假设 其 顶点 移 到 点 人 依 题 意 曲线 的 方 
程 为 


3.5 五 种 典型 的 二 次 曲面 。 105 . 


- x1) = 2(y - %1), 
之 一 之 1. 


又 点 Pi 位 于 抛物 线 C 上 , 故 
EE =— 4y1, 
Xi 一 0. 


从 上 面 四 个 方程 中 消去 x1,y1,zi, 得 所 求 轨迹 方程 为 


2z2 一 zx = 4y, 


它 是 双 曲 抛物 面 . 
习 题 3.5 
1. 指出 下 列 方程 代表 什么 曲面 ,并 作出 草图 . 
(1) z2 一 4y=0i (2) 3x* -3y ~ z=0; (3) x2—4y +4z2=4; 
(4) xz: —4y +4z:= —1; (5) 五 + 生 =23; (6) 三- 三 =2y. 
2. 已 知 酉 球面 的 对 称 轴 与 坐标 轴 重 合 , 且 通 过 杠 圆 4 9 ”16 ”和 点 A(5, 于 2), 
zz 二 0 
求 椭 球面 的 方程 . 


3. 求 以 原点 为 顶点 ,z 轴 为 对 称 轴 , 并 经 过 点 (3,0,1) 和 (3,2,2) 的 椭圆 抛物 面 的 方程 . 
4. 已 知 马鞍 面 的 较 点 为 原点 ,对 称 平面 为 zOz 面 和 yOz 面 , 且 过 点 (1, 2,0) 和 
(二 ，- 1), 求 这 个 马鞍 面 的 方程 
5. 已 知 权 球 面 z2 + 6y2+ 2z2= 8, 求 过 z 轴 且 与 该 权 球 面 的 交 线 是 圆 的 平面 


2 2 
6. 求 过 坐标 轴 且 与 椭圆 柱 面 福 + pe 二 1(a>65) 的 交 线 是 贺 的 平面 . 


7. 已 知 椭 球 面 
rx? z2 
2 =1 (eae>6>c>0)， 
a b&b C 
试 求 过 > 轴 并 与 曲面 的 交 线 是 圆 的 平面 . 
8. 椭 球 面 


下 这 
人 
a 2 C 


的 中 心 沿 某 一 定 方向 到 曲面 上 的 一 点 的 距离 记 为 >. 如 果 定 方向 的 方向 余 粥 为 ,ww,>, 试 证 : 


9. 已 知 双 曲 线 到 三 =1,y=0. 设 有 长 短 轴 之 比 为 常数 的 一 族 椭圆 ,其 中 心 在 = 轴 上 ,长 
轴 的 两 个 端点 位 于 给 定 的 双 曲 线 上 , 且 所 在 平面 与 = 轴 垂 直 , 求 这 族 椭圆 所 形成 的 轨迹 . 
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10. 给 定 方程 


之 
入 人 2 
PE 


试问 当 和) 取 异 于 A,B,C 的 各 种 数值 时 , 它 表 示 怎 样 的 曲面 ? 

11. 平面 x-mz=0 与 单 叶 双 曲面 zz+ yy ~ z?= 1 相交 , 问 m 取 何 值 时 交 线 为 椭圆 ? 何 
时 交 线 为 双 曲 线 ? \ 

12. 设 动 点 与 点 (4,0,0) 的 距离 等 于 这 点 到 平面 x = 1 的 距离 的 两 倍 , 求 这 动 点 的 轨迹 . 

13. 讨论 单 叶 双 曲面 所 + 六 -22= 1 与 平面 4z ~ 3y- 12z- 6= 0 的 交 线形 状 

14. 给 出 单 叶 双 曲面 与 双 叶 双 曲 面 的 参数 方程 . 

15. 已 知 yOz 面 上 一 条 抛物 线 光 =2az(g>0),z=0. 设 动 抛物 线 的 顶点 在 该 抛物 线 上 滑 
动 , 其 焦 参数 为 p ,并且 动 抛 物 线 所 在 平面 平行 于 xOz 面 , 它 的 对 称 轴 平 行 于 z 轴 , 求 动 抛物 线 
的 轨迹 . 

16. 试 求 与 二 直线 


z=0, 


2 z=—1 
相 切 的 球面 的 球 心 轨迹 方程 . , 
17. 已 知 二 异 面 直线 之 间 的 距离 为 2a , 夹 角 是 2a, 求 到 二 已 知 异 面 直线 等 距离 的 点 的 轨迹 
方程 . 


18. 讨论 曲面 2x?+ 3y = az?+2bz+c(a?:+ 6?+c2 头 0) 的 形状 . 


3.6 二 次 直 纹 曲面 


我 们 知道 二 次 柱 面 与 二 次 锥 面 可 由 一 族 直 线 生成 因而 是 直 纹 面 , 那 么 3.5 节 
引入 的 五 种 二 次 曲面 ,哪些 是 直 纹 面 呢 ? 椭 球面 是 有 界 曲面 , 它 不 是 直 纹 面 . 双 叶 
双 曲 面 也 不 是 ,因为 当 它 由 方程 (3.5.3) 给 出 时 ,要 求 |z| 之 c, 因 此 如 果 有 直线 在 
该 曲面 上 , 则 直线 必 平 行 于 xOy 面 (注意 :与 zxOy 平面 相交 的 直线 显然 不 会 全 在 
曲面 上 ) ,但 这 样 的 直线 不 可 能 全 在 曲面 上 . 类 似 地 可 知 ,椭圆 抛物 面 不 是 直 纹 面 . 
余下 两 种 二 次 曲面 是 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 ,本 节 将 证 明 这 两 种 曲面 是 直 纹 面 . 


3.6.1 单 叶 双 曲面 的 直 纹 性 


定理 3.6.1 单 叶 双 曲面 是 直 纹 曲面 . 
证 了 明 设 单 叶 双 曲 面 S 的 标准 方程 为 


二 二 二 二 三 1， (3.6.1) 
把 它 改写 为 


3.6 二 次 直 纹 曲面 。 107 ， 


作 方程 组 
(3.6.2) 


其 中 X41,42 是 不 同时 为 零 的 任意 实数 .对 于 41:4 的 每 一 个 值 ,方程 组 (3.6.2) 
表示 一 条 直线 ,因此 方程 组 (3.6.2) 表 示 一 族 直 线 , 称 为 人 族 直 线 .现在 证 明 ,4 
族 直 线 可 以 构成 整个 曲面 ,从 而 它 是 单 叶 双 曲 面 的 一 族 直 母 线 . 为 此 需要 证 明 下 
面 两 点 : 

(1) 4 族 直线 中 的 每 一 条 直线 在 单 叶 双 曲面 上 . 

当 X142 关 0 时 ,将 (3.6.2) 式 中 的 两 式 相 乘 得 到 方程 (3.6.1), 这 说 明 当 414， 
了 六 0 时 , (3.6.2) 式 表示 的 直线 在 曲面 S 上 . 当 4142=0 时 ,如 X11 关 0,4z=0, 则 
(3.6.2) 式 变 为 


显然 这 一 条 直线 也 在 曲面 S 上 . 同 理 可 证 当 4 =0,42 关 0 时 相应 的 直线 也 在 曲面 
SB ey 

(2) 在 曲面 S 上 的 每 一 点 处 , 必 有 直线 族 (3.6.2) 中 的 一 条 直线 经 过 该 点 . 设 
Po(zo,yo,zo) 是 曲面 S$ 上 的 任意 一 点 , 则 有 


CE 刘 (- 尖 ee 


作 方 程 组 


这 是 一 个 关于 41,4z 的 二 元 一 次 齐 次 方程 组 .由 (3.6.3) 式 知 ,系数 行列 式 等 于 零 ， 
从 而 上 述 方程 组 有 非 零 解 因而 可 惟一 确定 比值 A1:4,, 于 是 在 直线 族 (3.6.2) 中 有 
惟一 的 一 条 直线 通过 Po = 要 
同样 可 以 证 明 直 线 族 
并 之 y 
AI 一 + 一 ) = x2(1 一 二 )， 
ER (3.6.4) 
ma( 二 二 Li(l+ ) 
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也 是 单 叶 双 曲 面 S 上 的 一 族 直 母 线 , 称 该 族 直 母线 为 族 直 母线 .图 3.23 表示 了 
单 叶 双 曲面 S 上 两 族 直 母线 的 大 致 分 布 情况 . 


图 3.23 


命题 3.6.1 单 叶 双 曲 面 的 直 母 线 具 有 下 列 性 质 : 
(1) 对 于 单 叶 双 曲 面 上 的 每 一 点 ,两 族 直 母 线 中 各 有 惟一 的 一 条 直 母 线 通过 
该 点 ; 

(2) 异族 的 任意 两 条 直 母 线 共 面 ; 
(3) 同族 的 任意 两 条 直 母 线 是 异 面 直 线 ; 
(4) 两 族 直 母 线 无 公共 直线 . 
证 明 留 作 习 题 . 
例 3.6.1 求 单 叶 双 曲面 


上 通过 点 P(2,1,3) 的 两 条 直 母 线 . 
解法 一 点 已 的 坐标 满足 曲面 方程 , 故 点 在 曲面 上 .又 曲面 的 两 族 直 母线 
方程 分 别 为 


hi( 王 + 三 j= 42(1+ y)， (三 + 三 )= pL2(1 — y), 
hz( 于 -三 ) = Ai(1- y) (至 -三 = ml+y)， 
把 己 点 坐标 (2,1,3) 分 别 代 人 两 族 直 母 线 方程 中 , 解 得 M1:A2=1 和 Ai=0, 故 通过 
P 点 的 两 族 直 母线 方程 为 
下 中 ek 
JE " 下 二 -= 0， 
区 2 
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即 
y—1=0, 


ee 
3z 一 2z = 0. 


和 | 
3y—z=0 
解法 二 设 过 P(2,1,3) 的 直线 方程 为 
T=2+12, 
| =1+ mt, (3.6.5) 
z= 3+nt, 
将 它 代 人 曲面 方程 ,得 到 关于 : 的 一 元 二 次 方程 
(SF +m -)e+ (Lt2m -2):=0. (3.6.6) 
若 直 线 (3.6.5) 是 单 叶 双 曲面 的 直 母 线 , 则 (3.6.6) 式 是 关于 : 的 一 个 恒等式 ,因此 


名 


2 0 3 0 1 3 
3.6.2 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 
对 于 双 曲 抛物 面 
a 


a B&B 
同样 地 可 以 证 明 它 有 两 族 直 母线 ,它们 的 方程 分 别 是 
人 


+ 六 = 24， 
(3.6.7) 
三 -之 = 
2 (2 p» 之 
和 
三 -过 = au， 
(3.6.8) 
A 
(2 十 3 之 


定理 3.6.2 ” 双 曲 抛物 面 是 直 纹 二 次 曲面 . 
命题 3.6.2 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 具 有 下 列 性 质 .: 
(1) 对 于 双 曲 抛物 面 上 的 任意 点 ,两 族 直 母线 中 各 有 一 条 直 和 母线 经 过 这 一 点 ; 
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(2) 任意 两 条 异族 直 和 母线 必 相 交 ，; 

(3) 同族 的 任意 两 条 直 母 线 异 面 ; 

(4) 两 族 直 母线 中 没有 公共 直线 ，; 

(5) 同族 中 所 有 直 母 线 必 平行 于 同一 平面 . 

证 明 留 作 习 题 . 

双 曲 抛物 面 的 两 族 直 母线 的 大 致 分 布 情况 如 图 3.24. 


Py 


/2237 SS 


图 3.24 


单 叶 双 曲面 与 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 在 建筑 中 的 应 用 表现 为 构 作 建筑 物 的 骨架 . 

例 3.6.2 证 明 曲 而 z+ 闪 +2zy-6 迷 -6zz+2z+2y+4z=0 是 柱 面 , 并 
求 曲面 过 点 (1,1,1) 的 直 母 线 方 程 . 

证 及 解 ”采用 析 因 式 法 将 曲面 方程 改写 为 

(z+y) -6z(z+y)+2z+y)+4z=0， 
即 
(z+y)(z+y 一 6z+2) = 一 4z. 

作 方 程 组 
T+y=u, 
u(rz+y—6z+2)=—4z. 


对 于 每 一 个 vER - | 和 | ,方程 组 表示 一 条 直线 ,该 直线 在 曲面 上 ,其 方向 为 
1:( 一 1):0. 反 过 来 ,在 已 知 曲面 上 任 取 一 点 Po(zo,yo,zo), 则 


(xo+ yo)(xo + yo — 6zo + 2) = — 4z0. 


2 之 0 十 yz 和 , 令 uo™= Xo SE yo , 则 直线 


立 十 yy 三 10， 
ee +y 一 6z+2) = 一 4z 
经 过 Po 点 .因此 已 知 曲面 由 平行 直线 族 构成 , 故 为 柱 面 . 
给 出 曲面 上 点 (1,1,1) ,此 时 xo=2, 故 过 点 (1,1,1) 的 直 母 线 方程 为 


人 二 可 三 


之 三 1. 


3.6 二 次 直 纹 曲面 


"111 。 


习 题 3.6 
1. 求 下 列 直 纹 面 的 直 母 线 方程 : 
(1) x?+y -z=0; (2) z= azy; 
(3) zy+xzz+z+y+1=0; (4) yy -2zxy+2yz -4zr-4r+2y-1=0. 
2. 试 求 单 叶 双 曲面 
有 
和 1 
上 经 过 点 M(2, -3,1) 的 直 母 线 方程 . 
3. 试 求 双 曲 抛物 面 
2 2 
4 


上 经 过 点 M(4,0,2) 的 直 和 母线 方程 . 


2 
4. 在 双 井 抛物 面 -= 。 上, 试 求 平行 于 平面 3x+2y-4z -1=0 的 直 母 线 方程 


S. 求 曲面 zz + 3 +3z2-2xzy-2 一 2zr 一 8=0 的 直 母 线 方程 . 
6. 试 证 直线 


人 = 0， 


zx+2z-2V2=0 
是 单 叶 双 曲面 


的 直 母 线 . 


7. 求 二 次 曲面 yz +2zz + 3xy+6=0 上 经 过 点 A(-1,0,3) 的 二 直 母 线 . 


8. 设 有 直线 


2 

求 所 有 由 l,l 上 有 相同 参数 值 的 点 的 连 线 所 构成 的 曲面 方程 . 
9. 证 明 命题 3.6.1. 
10. 证 明 命 题 3.6.2. 
11. 证 明 下 列 曲 面 是 柱 面 : 


(1) (z+y)(y-— z)=a’; (2) (zx—-2z)+(y+z—-a)=a’,a>0. 


12. 求 与 两 直线 


TX 
相交 , 生 与 平面 2x +3y 一 5=0 平 行 的 直线 的 轨迹 . 
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13. 试 证 : 单 叶 双 曲面 


zx2 2 z2 
A 
的 任意 一 条 直 母 线 在 Oxy 平面 上 的 射影 一 定 是 其 腰 椭 圆 的 切线 . 
14. 设 有 两 条 异 面 直线 
y— 3zx = 0, y+3zx=0, 
li: 2: 
z—1=0, z+1=0. 
过 每 条 直线 作 一 平面 使 彼此 垂直 , 求 交 线 所 产生 的 曲面 ,并 指出 曲面 名 称 . 
15. 试 求 单 叶 双 曲面 


上 互相 垂直 的 两 族 直 母 线 的 交点 的 轨迹 方程 . 
16. 试 证 明 双 曲 抛物 面 
2 
本 (ae 天 0) 
上 两 直 母 线 直 交 时 ,其 交点 必 在 一 条 双 曲 线 上 . 
17. 证 明 : 对 于 单 叶 双 曲 面 ,通过 一 条 直 母 线 的 每 一 个 平面 也 通过 属于 另 一 族 的 一 条 直 母 
线 .但 此 结论 对 于 双 曲 抛物 面 不 成 立 . 


3.7 作 人 简 图 


基于 学 习 与 应 用 的 需要 ,对 于 由 平面 和 二 次 曲面 组 成 的 空间 曲面 或 由 它们 围 
成 的 空间 区 域 , 不 仅 要 求 能 想象 出 它 的 大 致 形状 ,有 时 还 需要 绘 出 它 的 简 图 或 草 
图 .本 节 在 直角 坐标 系 下 给 出 简单 介绍 . 


3.7.1 两 曲面 交 线 的 画 法 


对 于 空间 中 任意 一 点 PP 以 及 它 在 三 个 坐标 面 上 的 射影 点 Pi , P; , P3 ,在 这 四 
个 点 中 只 要 知道 其 中 两 个 点 ,就 可 以 还 出 另外 两 个 
点 .例如 ,车 知道 Pi,P; 两 个 点 , 则 只 要 分 别 过 Pl 
与 Pz 作 z 轴 和 xz 轴 的 平行 线 , 它 们 的 交点 就 是 
卫 , 再 过 P 点 作 平行 于 > 轴 的 直线 , 它 与 zOz 面 的 
交点 就 是 P3( 图 3.25). 这 样 ,要 作 空 间 两 曲面 的 交 
线 卫 ,只 要 知道 卫 在 三 个 坐标 面 的 射影 曲线 中 的 
两 条 ,就 可 以 画 出 曲线 卫 . 而 射影 曲线 是 曲线 卫 在 
各 坐标 面 上 的 射影 柱 面 与 相应 坐标 面 的 交 线 .那么 
3.25 曲线 对 坐标 面 的 射影 柱 面 与 射影 曲线 如 何 求 呢 ? 


3.7 作 简 图 "113 


所 谓 曲 线 
08 
: G(x,y,z) =0 
对 于 平面 r:Az+ By+ Cz+DD=0 的 射影 柱 面 指 的 是 以 械 为 准 线 ,以 b=(A,B， 
C) 为 母线 方向 的 柱 面 . 


如 果 我 们 可 以 在 方程 组 
a = 0， 
G(r,y,z)=0 
中 分 别 消去 坐标 z 与 > 后 得 到 与 它 同 解 的 方程 组 
(ae = 0， 
Gi(x,z) = 0， 


那么 Fi(z,y)=0 表示 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 它 是 曲线 卫 对 于 zOy 平面 的 射影 
柱 面 ,而 曲线 
Ta = 0， 
zx 一 0 
” 称 为 曲线 卫 在 zxOy 面 上 的 射影 曲线 . 同 理 Ci(z,z) =0 表示 曲线 卫 对 于 zOz 平 
面 的 射影 柱 面 ,曲线 
= 0， 
y=0 
则 为 曲线 卫 在 zxOz 面 上 的 射影 曲线 . 
例 3.7.1 画 出 x?+ =a? 与 学 + z?=a? 在 第 一 卦 限 内 的 交 线 . 
解 ” 交 线 
已 汪 y 三 Q2， 


， (之 0,y 之 0,z 之 0) 


y +z:=a 
在 zOy 面 上 的 射影 是 四 分 之 一 圆 
z+ = a2, 
z=0 
夏 在 yOz 面 上 的 射影 是 四 分 之 一 圆 
y+ 2z2 = a2， 
X=0 
在 y 轴 上 的 区 间 [0,a] 内 取 点 ,过 PP 作 z 轴 的 平行 线 交 Pi 于 Q, 过 P 作 z 轴 的 
平行 线 交 T, 于 R ,再 过 Q,R 分 别 作 zx 轴 与 z 轴 的 平行 线 相 交 于 S ,那么 S 就 是 
和 上 的 点 . 
按 这 一 方法 在 > 轴 上 的 区 间 [0,a ] 内 取 若 干 个 点 Pi , P2,……, 便 可 求 得 只 上 的 


1: (zz 之 0,y 之 0). 


(7 之 0,> 之 0). 
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很 多 点 ,将 这 些 点 光滑 地 连接 起 来 便 得 到 曲线 工 (图 3.26). 


图 3.26 


例 3.7.2 求 维 维 安 尼 曲 线 
hg 
: z+y = 27x 
对 三 个 坐标 面 的 射影 柱 面 ,并 画 出 曲线 卫 . 
解 ” 原 方程 经 同 解 变形 化 为 
已 = 4—2zx, 
(rz-1)+y=1, 
因此 |y| 志 1,1x 一 1| 志 1, 即 0 志 x 志 2, 并 且 |z| 二 2, 从 而 曲线 矿 对 xOy 面 和 zxOx 
面 的 射影 柱 面 分 别 是 圆柱 面 (x -1)2+ y=1 和 抛物 柱 面 2*= -2(z -2) 满 足 0 委 
x 二 2 的 部 分 .曲线 卫 对 yOz 面 的 射影 柱 面 方程 是 4 + (x? 一 2)?=4. 
曲线 卫 关于 平面 zx=0 对 称 ,我 们 作出 在 zOy 平面 上 方 的 部 分 本 ,如 图 3.27 
所 示 . 为 此 先 作 出 研 在 xOy 面 及 zOz 面 上 的 射影 
rl Ds le gy Tl 0 ee 
z=0 y=0 
再 按 例 3.7.1 中 介绍 的 方法 ,由 射影 曲线 和 芽 , 便 可 画 出 大 .例如 过 z 轴 上 区 
间 [0,2] 内 点 Pj 作 平 行 于 y 轴 的 直线 交 症 于 点 Qi, Q;, 作 平行 于 z 轴 的 直线 交 
于 Ri1. 过 点 Qi,Q;: 平行 于 z 轴 的 直线 是 圆柱 面 (z -1)*+ y=1 上 的 直 和 母线 ， 
过 点 Ri 平行 于 y 轴 的 直线 是 抛物 柱 面 z? = 4 一 2x 上 的 直 和 母线 .这 些 直 母线 的 交 
点 Ai ,A; 就 是 曲线 入 上 的 点 . 


3.7.2 曲面 所 围 空间 区 域 的 画 法 


由 几 个 曲面 或 平面 所 围 成 的 空间 区 域 可 用 几 个 不 等 式 联 立 起 来 表示 . 如 何 画 
出 这 个 区 域 呢 ? 在 画 空间 区 域 的 边界 曲面 (如 项 盖 面 侧面、 底面 等 ) 时 ,最 要 紧 的 
是 画 出 相应 曲面 的 交 线 ,这 样 才能 将 区 域 表 示 出 来 . 
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例 3.7.3 用 不 等 式 组 表示 下 列 曲 面 所 围 成 的 区 域 ,并 画 草 图 . 
Xt+y =2z,7 +y = 4r,z= 0. 
解 zx*+ =2z 是 椭圆 抛物 面 ,其 范围 为 z 宇 0; x?+ y=4z 是 母线 平行 于 
z 轴 , 半 径 为 2, 对 称 轴 为 x =2,y=0 的 圆柱 面 ;z=0 是 zxOy 面 .因此 它们 所 围 区 
域 应 在 zOy 面 的 上 方 , 在 椭圆 抛物 面 的 下 方 , 在 圆柱 面 里 面 ,于 是 这 个 区 域 可 用 下 
面 不 等 式 组 表示 : 


22+ 兴 过 2z， 
| se 
z 之 0 
或 
2 2 
0<zr<4, ~vV 4r -zySY 4r -xr’, 0<z<> > 
要 通 出 这 个 区 域 ,必须 画 出 椭圆 抛 物 面 与 圆柱 面 的 交 线 
z+ y = 2%, 
DT: 2 2 
Xx +y = 4zx. 
矿 在 xOy 面积 xOz 面 上 的 射影 分 别 为 
Br = 
T,: Ce 和 :| 7 0 过 xz 二 4. 
z=0 y=0, 


根据 前 面 所 说 的 办 法 由 和 T, 画 出 交 线 厂 ,就 可 画 出 区 域 的 简 图 (图 3.28). 


例 3.7.4 用 不 等 式 组 表示 出 由 三 坐标 平面 .平面 z+ y=1 以 及 曲面 x*+ 
y= 二 4z 围 成 的 空间 区 域 ,并 画 出 草图 . 
解 ” 该 空间 区 域 在 椭圆 抛物 面 x*+ y*=4z 的 下 方 ,在 平面 z=0 上方, 并 以 
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平面 zx+y=l,z=0,y=0 为 侧面 (图 3.29). 用 不 等 式 组 表示 为 
z+y 宕 4z，X+y 世 1， 
壹 之 0，y 之 0， zz 之 0 

或 


让 
0 委 z 委 1， 0 委 y 委 1- 工 ， 0 三 z 三 


4 
又 椭圆 抛物 面 与 平面 x + y=1 的 交 线 为 


r+ y = 4z, 


“lz+y=1, 
交 线 了 在 三 个 坐标 平面 上 的 射影 曲线 为 直线 段 或 抛物 线段 ,其 表达 式 留 给 读者 写 
出 . 


习 题 3.7 
1. 求 下 列 曲线 在 zxOy 面 和 yOz 面 上 的 射影 曲线 方程 ,并 画 出 原 曲 线 草 图 . 
z+y=4, Xt+y=1, 
(1) y+z=1; (2) y+z:=1; 


T+ t=4, 

xX:+2y: -z=0. 

2. 用 不 等 式 组 表示 下 列 曲 面 所 围 成 的 空间 区 域 ,并 画 出 草图 . 
(1) 由 3(zx?+y)=16z 和 >z=wW25- z2- 六 围 成 ; 

(2) 由 尺 = z+ ,z=2(z?+) 图 成 ; 

(3) 由 xz:*+y=16,z=x+4,z=0 转 成; 

(4) 由 z+x=2,z2+z=4,y=0,y=4 围 成 ; 

(5) 由 y=0,z=0,3z+y=6,3x+2y=12,x+y+z=6 围 成 ; 
(6) 由 z=V8-7xi-y,y=V4-zx,zr>0,y=0,z=0 围 成 ; 
(7) 由 z 二 = 元 =4z,z 二 0 围 成 ; 

(8) 由 xz= xy,y=xz,x=1,z 之 0 围 成 . 


第 4 章 二 次 曲面 的 一 般 理 论 


在 3.5 节 中 我 们 从 给 定 的 方程 讨论 二 次 曲面 ,这 些 方程 均 为 三 元 二 次 方程 , 它 
们 不 含 形 如 zy,yz, zz 的 交叉 项 ,而 且 最 多 含有 一 个 一 次 项 .本 章 将 探讨 一 般 的 二 
次 曲面 ,采用 右手 直角 坐标 系 .我 们 把 一 般 的 三 元 二 次 方程 


aur + apy + az +2a12ry +2a13rz + 2a23yz + 
2ai4X 十 2424y 十 20C34zZ 士 C44 =0 


的 图 像 叫 做 (空间 ) 二 次 曲面 ,其 中 庄 ai 为 实 常数 , 且 二 次 项 系数 Cilli*C22，X33，C12， 
ai,&23 不 全 为 零 . 

人 们 自然 会 问 :空间 二 次 曲面 除了 椭 球 面 ( 包 括 球面 )、 单 叶 与 双 叶 双 曲 面 椭 
圆 与 双 曲 抛物 面 、 二 次 柱 面 (包括 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 ) 以 及 二 次 锥 面 
外 ,还 有 没有 其 他 类 型 的 二 次 曲面 ? 如 何 从 给 定 的 二 次 方程 判别 它 表示 何 种 二 次 
曲面 , 它 的 形状 以 及 在 空间 中 所 处 的 位 置 ? 二 次 曲面 具有 哪些 几何 性 质 ? 这 些 就 
是 本 章 所 要 研究 的 主要 内 容 . 而 对 一 般 的 二 次 曲面 方程 进行 研究 ,通过 坐标 变换 化 
简 为 较 简单 的 形式 ,这 是 本 章 研究 的 一 种 基本 手法 .此 外 ,用 任意 平面 去 截 二 次 曲 
面 , 截 线 一 般 为 二 次 曲线 ,因此 安排 一 节 讨 论 平面 二 次 曲线 ,有 利于 对 二 次 曲面 作 
进一步 认识 .不 仅 如 此 , 它 本 身 也 是 解析 几何 的 一 个 重要 研究 内 容 . 


4.1 空间 直角 坐标 变换 


空间 点 的 坐标 依赖 于 坐标 系 的 选取 ,同一 个 点 在 不 同 的 坐标 系 下 有 不 同 的 坐 
标 .二 次 曲面 作为 空间 图 形 , 在 不 同 的 坐标 系 下 ,其 方程 也 不 相同 . 如 果 能 选取 适当 
的 坐标 系 , 使 二 次 曲面 的 方程 变 得 简洁 ,这 样 既 使 于 识别 曲面 的 类 型 ,讨论 它 的 几 
何 性 质 ,又 便于 确定 其 空间 位 置 , 绘 出 它 的 图 形 . 为 此 首先 弄 清楚 同一 个 点 在 两 个 
不 同 的 坐标 系 中 的 坐标 之 间 的 关系 ,这 样 的 关系 式 称 为 变换 公式 .坐标 变换 法 是 解 
析 几 何 的 一 个 基本 方法 ,下 一 节 将 应 用 它 讨 论 二 次 曲面 方程 的 化 简 . 

设 I=10;i,j,kl 及 I = {10' ;i ,j,k 是 空间 的 两 个 右手 直角 坐标 系 .点 
O “在 I 下 的 坐标 是 (zo,yo,z0),i, 六 ,kK 在 I 下 的 坐标 分 别 为 (c11, cz1,ca1), (cl2， 
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c22,c32) 和 (cla,c23,c33) ,那么 形式 上 有 


Cl11 Cl12 C13 
(iF kK)=(ijk)ica c22 c23|， 


C31 C32 C33 


其 中 矩阵 = (cj ) 称 为 人 I 工 到 下 的 过渡 
矩阵 . 
设 空间 中 任 一 点 PP 在 I 和 下 的 坐标 
分 别 为 (zx, y, xz), (x ’,y ,zz ), 如 图 4.1 所 
图 4.1 示 , 则 
OB=00+OP=(z0it yjt+zok)+(ri +yj +zk’) 
=(zoityoj tzok)t+r (cuitcalt cak) 
+y (cit cj tcak ) 十 z (cit cj + ck ) 
=(zo+cllz +cl2y +cl3z )it+(yot cr 
+c2y +c232 )j+(zotcax +c3y 十 c332 )k, 


从 而 有 


3 三 c2i7 十 C223 十 c23z + yo, (4.1.1) 
z 二 C317 + cay 十 c332 + zo. 
简 记 x= (xz,y,z)',x =(z yz)T,xo=(zoyyyz0)T, 则 (4.1.1) 式 可 写成 矩 
阵 形式 


= clZ 十 Cl2y + cl3z 十 .70， 


x= Tx + xo, (4.1.1) 
公式 (4.1.1) 或 (4.1.1) 称 为 点 的 直角 坐标 变换 公式 . 
注意 到 i ,j,k 及 i ,j,k 是 两 组 两 两 互相 垂直 的 单位 向 量 ,公式 (4.1.1) 的 系 
数 间 有 如 下 的 关系 : 


2 ee 

c 如 十 c 和 十 c 和 三 1 ci2+ cz2+c 和 =1， 
2 
cf + ci3+ cs3=1, cliCl2 十 c21C22 十 c31c32 三 0， 
c12C13 + C22C23 十 C32C33 一 0， C11C13+ Cc21C23 十 C31C33 二 0. 


上 述 六 个 关系 式 称 为 正 交 条 件 ,说 明和 矩阵 开 是 正 交 矩阵 ,因而 从 开 到 工 的 过 渡 矩 
阵 了 -1= TIT. 此 外 ,和 1O0;i,j,Kki 和 {0O' ;i ,j,k | 都 是 右手 系 ,因此 混合 积 (ij) 
=(i 必 jk )=1, 并 县 
CI C12 C13 
detT=|ca c22 cl=1. 


C31 C32 C33 
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下 面 讨论 丙种 特殊 的 坐标 变换 . 

(1) 移 轴 . 设 坐标 系 I 与 古 的 原点 O 和 0O' 不 同 ,但 坐标 向 量 i= i,j = j,k 
= 于 ,此 时 新 坐标 系 开 可 看 作 由 旧 坐 标 系 工 通过 平行 移动 使 O 与 O 重合 而 得 到 . 
这 种 坐标 变换 称 为 平移 变换 , 简称 为 移 轴 ,这 时 的 过 渡 矩 阵 是 单位 矩阵 , 公式 


(4.1.1) 现 变 为 
并 一 过 十 0， 
| (4.1.2) 
z= + zo, 
, 称 为 空间 坐标 系 的 移 轴 公式 . 

(2) 转轴 . 设 坐 标 系 工 和 于 具有 相同 的 坐标 原点 O ,但 坐标 向 量 不 同 . 这 时 新 
坐标 系 开 是 由 旧 坐 标 系 工 绕 原 点 O 旋转 ,使 得 i ,j,k 分 别 与 i ,j,k 重合 而 得 到 
的 .我 们 把 这 种 坐标 变换 叫做 旋转 变换 ,简称 为 转轴 .公式 (4.1.1) 和 (4.1.1) 现 变 
为 


y=cax 十 c22y 十 co23Z ， (4.1.3) 


=cux’ 十 cl2y 十 cl3z ， 
z 一 C31Z 十 C32y 十 c33Z 


和 
x= Tx. (4.1.3) 
设 i 在 直角 坐标 系 Ozyz 中 的 方向 角 为 ai ,8 ,7Y1 ,了 的 方向 角 为 a,, PB， 7Y2,k 


“的 方向 角 为 i 1 所 示 . 


es 
y 轴 (Jj) 


-at | 
因为 单位 向 量 的 坐标 就 是 它 的 方向 余弦 ,所 以 有 


i = icosal + joosB1 + Recosy1, 


z 轴 
(k) 


7 = icosa2 十 jcosp2 十 天 cosy2 ， 
k= icosa3 二 jcosB3 十 有 cos7y3， 


这 时 公式 (4.1.3) 可 以 写成 
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y= cospBi+Ty cosp2 + z cosp3， (4.1.4) 
z= 7 COSY1 + y cosy2z + z cosy3， 
这 是 空间 直角 坐标 变换 的 转轴 公式 .公式 (4.1.4) 的 系数 应 满足 的 正 交 条 件 及 保证 
新 系 是 右手 系 的 条 件 请 读者 自己 写 出 . 
在 空间 坐标 旋转 变换 中 ,有 一 种 特殊 情形 值得 提出 ,这 就 是 绕 轴 旋转 . 它 保 持 
一 个 坐标 轴 不 动 , 另 两 个 坐标 轴 在 其 所 在 平面 内 绕 原 点 旋转 .例如 保持 z 轴 不 动 ， 
Zz 轴 与 y 轴 在 xxOy 平面 内 绕 原点 旋转 0( 图 4.2). 在 这 种 情形 下 ,读者 不 难 导 出 转 
轴 公 式 是 


J’ 了 Ed 
cosai + y cosa2 + z cosa3， 


y= X'sinb + y cos0， (4.1.5) 
z= . 
比较 公式 (4.1.1) 和 (4.1.2)、(4.1.3) 可 知 , 一 般 的 坐标 变换 可 以 通过 先 移 轴 再 转 
轴 或 者 先 转轴 后 移 轴 得 到 . 
例 4.1.1 利用 移 轴 化 简 曲 面 方程 
Z2+2 一 Sxzy 一 2z+Sy+2z+2=0， 
并 判别 该 方程 表示 的 曲面 . 
解 将 原 方程 变形 为 
(xz—1)*-5(z—-1)y+(z+1)*=0. 


之 = 过 十 1， 
y=y ， 


上 
z= 一 1， 


| =Zcos0g 一 ysin0， 


全 


则 在 新 坐标 系 中 ， 曲面 方程 为 

2z222 一 Szy +z =0, 
这 是 关于 x ,y ,z “的 二 次 齐 次 方程 . 据 命题 3.2.2, 它 表示 顶点 为 (1,0, -1) 的 二 
次 锥 面 . 
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例 4.1.2 利用 绕 轴 旋转 以 判别 方程 = = zy 所 表示 的 曲面 . 
解 ”将 公式 (4.1.5) 代 人 方程 z= xy, 得 
z’ =cos0sing (x 2— y 2)+(c080— sin0) ry 


= 方 sin26(z2 一 32) + oos2bz 


为 消去 交叉 项 x'y , 取 9= 邢 , 作 绕 轴 施 转 
z= 方 (x -7)， 
3= 方 (2+ 了 7)， 
/ Z2 
这 时 原 方程 变 为 2 = 亏 - - 淄 -, 它 表示 双 曲 抛物 面 
例 4.1.3 应 用 坐标 变换 将 平面 方程 
artbyt+cz+d=0, 2 十 0 上 +c2 天 0 
化 成 z=0 的 形式 . . 
解 (1) 假设 c 关 0, 再 分 两 种 情形 讨论 : 
@ 当 a=65=0 时 , 原 式 为 cz+d=0. 用 平移 之 = zx’,y=y ,z=z -人 便 可 
化 成 z =0. . 
@ 若 a,b 中 有 一 个 不 为 零 ,不 妨 设 5 天 0. 原 方程 可 以 写成 


ar+b(y+E)+er=0, 


利用 平移 z=z,y=y 一 全 ,z= z, 上 式 变 为 
azr +by +cz =0.. 
取 直 线 
az + by =0, 
z=0 “ 


作为 新 z 轴 , 即 取 旗 转角 0 适合 tang = - 全 ,经 过 绕 z 轴 旋转 0 角 的 变换 , 则 az 


+ by +cz =0 变 成 5y + cz =0, 其 中 45' 关 0. 再 取 角 9 适合 tang = - 乞 , 作 绕 
zx 轴 旋 转 o 角 的 变换 , 则 by + cz =0 便 化 成 z =0. 

(2) 假设 5 关 0 或 < 天 0. 类 似 于 (1) ,经 过 适当 的 坐标 变换 可 分 别 化 为 y=0 
或 x=0 的 形式 ,然后 再 作 坐标 变换 (请 读者 补 述 ) ,这 两 种 形式 均 可 化 为 x=0 的 
形式 . | 
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习 题 4.1 


1. 在 平移 变换 下 ,一 点 的 旧 坐 标 为 (3,2,1) ,而 新 坐标 为 (1,4, - 2) , 试 求 平移 变换 公式 . 

2. 已 知 一 点 M(3,1, -2). 若 点 M 为 平移 后 的 新 坐标 系 的 原点 , 试 求 : 

(1) 旧 坐 标 系 原 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ; 

(2) 点 A(4,2,0) 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ; 

(3) 点 A 关于 坐标 原点 的 对 称 点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 . 

3. 已 知 点 A( 一 1,2,3) 平 移 后 在 新 坐标 系 的 xz'O'y 平 面 上 ,点 B(3,1,2) 在 yO'z 平 面 上 ， 
点 C(4,0,1) 在 xz'O'z 平 面 上 , 试 求 满足 上 述 条 件 的 移 轴 公式 . 

4. 将 坐标 原点 平移 到 点 Mo(1,2,3) 处 , 试 变换 下 列 方程 : 

(1) 3 -5y+6z—1=0; 


= Y= =. 
(C0) 


(3) z+ y+zi+rxyt+ yt+rr-Tr-8y—-9z+19=0. 
5. 已 知 转轴 后 的 新 坐标 系 的 三 个 坐标 向 量 为 = ( -二 , 儿 ,也 ) ,了 = (全 ,- 二 ,全 )， 


“= (手气 ,于 ), 试 求 转轴 公式 和 点 M( -1,1,0) 在 新 坐标 系 中 的 坐标 . 
6. 由 坐标 系 1O;i,j ,| 经 转轴 变 为 新 坐标 系 |O; 放 ,六 ,kK"| , 放 , 六 ,kK 在 原 系 |O;i,j ,中 
的 分 量 分 别 为 
人 (二 期. 7(- 喜 喜 和 =(- 去 -二 肖 ) 
已 知 向 量 " 在 10i ,7, 寻 中 的 分 量 为 (1, - 1,1), 求 它 在 1O; 六 ,j,k} 中 的 分 量 . 
7. 已 知 相互 垂直 的 三 条 直线 


和 =z [3: 并 = -zz,y=0, 


试 求 以 这 三 条 直线 为 新 坐标 轴 的 坐标 变换 公式 . 
8. 利用 平移 化 简 方 程 


li:T=y=z, 1!2: 二 


Xt+y -42-4t-y-4z—-3=0, 
并 指出 它 表 示 何 种 曲面 . 
9. 利用 绕 轴 旋转 消去 曲面 方程 
| z=xi+zxyt+y 
中 的 交叉 项 ,并 指出 它 表 示 的 曲面 . 
10. 试 将 方程 2z+y+2z+5=0 用 适当 的 坐标 变换 变 为 zx =0. 


4.2 利用 转轴 化 简 二 次 曲面 方程 


例 4.1.1 和 例 4.1.2 说 明 二 次 曲面 方程 经 过 移 轴 或 转轴 可 以 化 为 较 简单 形 
式 , 例 4.1.2 还 提示 我 们 通过 转轴 变换 可 以 消去 交叉 项 .本 节 讨 论 一 般 的 二 次 曲面 
方程 的 化 简 , 设 方程 为 


4.2 利用 转轴 化 简 二 次 曲面 方程 。 123 ， 


F(z,y,2)=aux:+apwy t+ az +2awry +2a13xz +2a73%W2 
| +2al4dz+2a2zy+2a34z+a44=0. (4.2.1) 
为 方便 起 见 , 引 进 一 些 记号 如 下 .将 F(z,y,z) 的 二 次 项 部 分 
aux +any taz :+2avry +2a13rz +2any 
简 记 为 6(z,y,z). 利 用 和 矩阵 乘法 将 B(x,y,z),F(xz,y,z) 分 别 写成 下 列 形式 : 
Ql 412 Ci3| | 并 
G(z,y,z)=(Zzyz)|ali2 a2 az||y|, 
CQ13 Q23 433J \% 
Qi Q12 413 414 
Q12 042 Q23 2Z24 


F(x,y,z)=(x yz 1) 
Ql13 QQ23 433 CQ34 


Re 8 


Ql14 U2 C34 044 
记 
Q1l Cl2 QQ13 QQ14 
> Cil Q12 QQ13 
“| | a22 a23|, 
Ql13 Q23 433 434 
Q13 QQ23 0Q33 
Q14 QQ24  C34 
分 别称 为 二 次 曲面 F(xz,y,z)= 0 和 (x, yz) 的 短 阵 它们 都 是 实 对 称 的 , 即 
es a Ws A 


= Cnn sa dh A 可 以 分 块 写成 


pe 
A=( ， 


再 令 xI= (z,y,z), 则 Ey Te 
a\/x 
pe 


4'\1 
并 且 
B(x,y,z)=x A x. 
记 


D(x,y,z)=7 LB (x,y, z)= az+al2y+al3z)@ 


B(x,y,2)=7 ls (7,y,z)= Q12 工 十 Q22y 十 Q23Z&， 


中 为 便于 记忆 ,借用 偏 导数 记号 寅 (zy， z), B(x,y,z) 和 DP, (x,y, z). 例如 @.(x,y,z) 表 示 将 
G(z,y,z) 视 为 二 的 函数 对 z 求 导 . 
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DB3(X,y,2) = 7 D(zr,y, 2)= a13T + a23y + a33z, 


则 有 
Dz,y,2)= XDI(r,y,2) + yB (rx,y,2) + zB rx,y,z). 
又 记 
Fi(z,y,2)=anrz+any + az+ a 
. F(x,y,Z)=awrx+ayyt+ a 十 Q24， 
Fi3(x,y,2)=a13T+a3y+ a3z+ ay, 
F(x,sys2)=a1x taxmyt+awz+aq, 
那么 有 


F(z,ys2)= xF(r,y 2)+ yo (rx,y, 2) + zF(r,y,2)+ Fa(r,y,2). 

化 简 给 定 的 曲面 方程 (4.2.1) , 意 指 选取 一 个 适当 的 坐标 系 , 因而 需 寻 找 一 个 
坐标 变换 ,使 得 方程 (4.2.1) 在 新 坐标 系 下 取 最 简单 的 形式 ,为 此 要 求 简化 方程 不 
含 交叉 项 .本 节 将 证 明 通 过 适当 的 转轴 变换 可 做 到 ,但 移 轴 变换 不 能 消去 方程 中 的 
交叉 项 (见习 题 1). 


4.2.1 在 转轴 变换 下 二 次 曲面 方程 的 系数 变化 情况 

对 二 次 方程 (4.2.1) 实 施 转 轴 变 换 , 令 x= Tx 将 下 (zy,z)=0 变 为 
F(x ,y ,zx )=0, 这 里 
COSCQ1 “CoOSQ2? “COSQ3 
cosB cosp2 cosps 


COSY1 cosy2 COSY3 


是 从 旧 坐 标 系 10 7, 大] 到 新 坐标 系 1 ji , 六 ,大 | 的 过 湾 矩 阵 . 将 
(lo Dl) 


代入 F(xz,y,z) 的 表达 式 , 得 
(xzxT v4 | [| 
| 


-oar 人 


F(x yz ) 的 二 次 项 部 分 B(x ,y ,xz )=xTA'*x 其 中 A =TIA"*T 仍 
为 实 对 称 和 矩阵 .事实 上 ， 


.T= 
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(A’*)’'=(TIA"T)'=TH(A’) (TD)'= TA* T=A’’. 
并 且 新 方程 F(x ,y ,z )=0 的 二 次 项 系数 仅 与 原 方程 F(x,y,z)=0 的 二 次 项 
系数 及 旋转 角 有 关 , 一 次 项 系数 (aa,a2,a3) = aTT 也 只 与 原 方程 的 一 次 项 系 
数 及 旋转 角 有 关 , 常 数 项 c4 则 保持 不 变 . 
高 等 代数 中 有 一 个 结果 是 实 对 称 矩 阵 A* 可 用 正 交 和 矩阵 对 角 化 , 即 存在 正 交 
矩阵 工 ,使 得 TTA* 荆 为 对 角 和 矩阵 ,因此 F(x ,y ,x )=0 可 以 写成 
allx :+a%y +a3z :+2a14r’ +2a%z +2a34z +a4=0. 


下 面 我 们 将 具体 描述 这 一 过 程 . 
4.2.2 二 次 曲面 的 主 方向 ,特征 方程 与 特征 根 


记 4 二 cosa;, mi 二 cospBi,n;=cosyi,i= 二 1,2,3. 在 坐标 系 Oxyz 中 ,六 ,广大 的 
坐标 分 别 为 (1,mi1,n1),(L2,mm2,n2) 和 (13,m3,n3). 令 
VOB(zx,y,z2)=2(B(rx,y,2), D(x,y,2), D(x,y,z)) 
=(B,(x,y,2), B(x,y,2), D(z,y,z)), 
VG(z,y,z) 称 为 函数 B(x,y,z) 的 梯度 向 量 .现在 将 A'“ = (af )1<ij<s3 具 体 表 


示 如 下 : 
li m nlfaun az all 2 4 
A TIA a T= L2 7722 71211Ci2 022 423 m1 72 " 
l3 m3 13) Lai3 a23 a33l ln n2 n3 


1 VB(l,mi, ni) j °°YV Bl, m2, n2) fj *Y Bl3,m3,n3) 。 
Rk VBL, mi,ni) k’:V EBL,, m2,n2) k’:Vo@(L3,m3,n3) 
如 果 正 交 和 矩阵 信使 得 4A 和 = 了 AT 为 对 角 和 矩阵 ,那么 a12=a21 0,a13=a3i= 
0,a23=a3=0. 

由 a 锯 = 志 六 VB(l1smisn1)=0 和 a 包 = 方 h VB(L1,m1,m1)=0 知 ,向 量 
VGB(11, m1,n1) 既 垂直 于 j 又 垂直 于 &“, 因 而 VB(l1, m1,n1) 与 站 Xk = 纪 共 线 ， 
于 是 有 


的 


i 。 VB(li,mi,n1) i'*V @(L2, m2,n2) i°*V oom 


Bimin) _ Balismi ni) _ Ba(li, mi, ni) 
| mi nl l 
即 
ai 十 Ci2721 十 Q1371 Ci271 十 Q22721 十 CQ2371 a13ti + a23mit+ aa3n1 


Et 


ll m1 ni 


设 它们 的 比值 为 41, 则 有 
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aulit armit ani= Ali, 
Qi271 十 Q22721 十 Q2371 二 人 A1711， (4.2.2) 


Qa13l1+ a23m1t+ a33n1= Aini. 
类 似 地 ,由 a12=0,a32=0 以 及 a13=0,az3=0 分 别 得 到 
all2t+a1zm2t+ alnz awl2+ anm2t+ azn2 _ alsl2+ azm2t+ aa3n2 | 
Ll2 | m2 n2 
和 
all3at+ ai2m3t+ a13n3_ Q1213 十 422703 十 42313 41373 十 423723 十 Q3373 _ 
Ls m3 nn3 SA 
并 且 (12,zm2,n2) 和 (23,zm3,n3) 满 足 类 似 于 (4.2.2) 式 的 关系 式 . 因此 由 原 坐 标 系 
10;i,j ,kK 通过 转轴 得 到 新 坐标 系 |1O; 放 ,六 ,kK | ,如 果 二 次 曲面 方程 (4.2.1) 在 
新 系 中 不 含 交叉 项 , 则 新 系 的 每 一 个 坐标 疝 量 的 坐标 必 满 足下 列 条 件 
allle + a12mg 十 Q137K 一 MAkK， 
[rem torn a k=1,2,3. 
a13le + a23mg + a33ng = AH， 
这 样 一 来 ,我们 可 以 更 一 般 地 考虑 关于 /1,m ,n 的 齐 次 线性 方程 组 
Di(l,m,n)=A, 
[em (4.2.3) 
D3(Ll,m,n)= An, 


写成 矩阵 形式 ,有 
{ l 
A*|m -| (4.2.4) 
n n . 
或 
l 
(A* -24E) 日 =0. (4.2.4)’ 
n 
该 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 4 为 下 列 方程 
det(A* —AE)= -A3+1A -1A+13=0 (4.2.5) 
的 根 ,其 中 
Qill 412 CQ11 413 Q22 423 
T=a1t+ a + a3, {2 委 十 
Q12 422 Q13 433 Q23 033 


QI Ci2 413 
13=det4A “= CI2 422 223|. 


Qa13 423 433 
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设 A1,42,43 是 方程 (4.2.5) 的 根 , 则 由 根 与 方程 的 系数 关系 ,有 
T=A1t+A2+ 4, 
12 三 和 1A2 十 人 2A3 十 人 3A1， (4.2.6) 
LA 
定义 4.2.1 (1) 方程 (4.2.5) 叫 做 二 次 曲面 (4.2.1) 的 特征 方程 , 它 的 根 称 为 
二 次 曲面 的 特征 根 . 
(2) 若非 零 向 量 p7= (l,m ,n) 使 得 A* p= Xp, 其 中 4 是 二 次 曲面 的 一 个 特 
征 根 , 则 7:m:n 叫做 对 应 于 二 次 曲面 的 特征 根 的 一 个 主 方向 ， 
关于 二 次 曲面 的 特征 根 , 有 下 列 一 些 性 质 . 
命题 4.2.1 二 次 曲面 的 三 个 特征 根 都 是 实数 . 
证 了 明 设 复数 %0 是 二 次 曲面 的 一 个 特征 根 ,又 非 零 向 量 po 合 于 A* po = 
Mopo. 用 )o 表示 ho 的 共 示 复 数 , po 表 po 的 共 思 复 向 量 , 则 
A*po=A’* po=(A* po)= Nopo= Nopo. 


因为 
Ao( pipo) = pi (Mopo)= peA* po, 
Ao(phpo)= (Nopo) po=(A’* po)'po= pIA* po, 
所 以 
(Mo 一 Mo)(pg po)=0. 
而 po 天 0, 故 ppo 关 0, 因 此 1o= Ao, 即 二 次 曲面 的 特征 根 为 实数 . 
命题 4.2.2 二 次 曲面 的 三 个 特征 根 不 全 为 零 . 
证 明 反 设 三 个 特征 根 全 为 零 ,那么 据 (4.2.6) 式 有 
N=aunt+ay+a3=0, 
IL=anantaunaast+aza33— (a +ats+ag)=0, 
于 是 
11 -212=afi+ag+a$g+2afs+2afs3+2a 和 =0， 
因而 ci; = az = aa=aiz= ai=a2=0, 方 程 (4.2.1) 不 含 二 次 项 而 非 二 次 方程 . 
这 一 矛盾 便 说 明 二 次 曲面 的 三 个 特征 根 至 少 有 一 个 不 为 零 . 
命题 4.2.3 ”二 次 曲面 的 两 个 不 同 特征 根 对 应 的 主 方向 一 定 相 互 垂直 . 
证 明 设 41,4s 是 二 次 曲面 的 两 个 相 异 特征 根 ,1:mi:ni 和 /2: m2;n2z 分 别 
为 对 应 于 和 和 42 的 主 方向 . 令 pi = (4;,m;,7;),i=1,2, 则 
RN =12. 
因为 A “是 对 称 和 矩阵 ,所 以 
XipTp2 = (Ai1pT)pz=(A1pl)Tp2=(A pi)' pz 
=(p{iA’*)p2= pl(A* p2)= p(X2p2)= Nh2pip2, 
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(41~ 342)pip2=0. 

而 Mi 天 AM2, 故 pipz=0. 这 说 明 向 量 pi 与 pz 彼此 正 交 , 即 主 方向 hi: mi:n1 和 
L2 :7722 :112 相互 垂直 . 

定理 4.2.1 对 于 任意 的 二 次 曲面 ,至少 存在 三 个 两 两 互相 垂直 的 主 方向 . 

证 明 设 二 次 曲面 的 方程 为 (4.2.1) 式 , 它 的 特征 根 为 Mi ,42,43. 对 于 这 些 
根 ,可 能 出 现下 列 三 种 情形 ;三 个 都 相等 ,只 有 一 对 相等 ,三 个 都 不 相同 .下 面 就 这 
三 种 情形 分 别 讨论 . 

(1) 假定 ;= 4。= 43. 据 命题 4.2.2, 这 三 个 相等 特征 根 不 为 零 . 令 


Qi 一 A1 Cl12 Q13 
B*=A*-AE= Q12 Q22 一 人 1i W273 : 
a13 Q23 Q33 一 人 1 


并 记 bi; = ai 一 A1,i=1,2,3;b; =ay,i,j= 二 1,2,3 且 i 关 j ,那么 
1.(B*)=biut b+ b33=0, 
bu blz bl1 bi13 
bi2 b22 b13 b33 bx3 b33 
= bubz + bnbas+ b22b33— (bs + b13+ bs) 
=(ail 一 Ai)(a2zz ~ A) + (an— A1)(a33— A1) 
+(a22 一 Ai)(ass 一 Ai) 一 (az+a+a 加 ) 
= alia22 + all1433 十 422033 一 2(al1 十 Q22 十 Q33)A1 
+3A1— (afz + afs+ ag) 
=1,—211A1+347. 
又 由 (4.2.6) 式 知 ,了 =341,12=341, 所 以 
1.(B* )=0, 


bbz + biib33+ b22b33= bfz + bts3+ bs3=af2t+ afs+ ag, 


p22 b 
1,(B*)= 22 0233 


0=(bu+ b+ b33) = b+ b+ 6$3+2(b11b22 + bi1b33+ b22b33) 
=(an- A) + (a — A) + (a33— A) +2(afs + ats+ ass), 
因此 3 是 零 矩阵 ,att= az2z= aas=hi,al2= a13= az3=0. 在 这 种 情形 下 ,任意 空 
间 方 向 都 可 作为 二 次 曲面 的 主 方向 ,当然 可 以 从 中 任意 选取 三 个 两 两 互相 垂直 的 
主 方向 .有 趣 的 是 曲面 方程 (4.2.1) 现 变 为 
Axz2+AIy +A +2a1sr+2amy +2asz + a4 =0, 
由 例 3.1.1 知 , 它 表示 球面 . 
(2) 假定 4A1 = 42 关 3. 
设 B* 如 (1) 中 所 述 ,将 B* 的 元 素 5b; 的 余子 式 记 为 B; .下 面 证 明 B" 的 秩 x(B*) 
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=1 ,为 此 首先 考察 B* 的 所 有 2 阶 余子 式 的 平方 和 S. 
S = Bi+ B+ B+2(Bi+ Bis+ BS,) 
=(But+ Ba+ B33)* ~2[ (BniB2, — BY) 

+ (BuBas— Bi)+ (By Ba ~ BS)]. 

参照 (1) 中 证 明 可 知 
But+ B+ Bs= 1,(B" )=0. 
叉 | 
BuiBz»— Bo= (822833 一 0 各)(611033 一 5 各) 一 (612033 一 513623) 


b> b23 pi12 b23 bi2 b22 
= 03314 bu1 

b23 b33 b13 b33 b13 b23 
= bs3°detB’*,， 


12 13 


| 


同 理 可 得 
BuB3s—-Bis=by"detB*, B22B3s— B= bidetB”. 
而 detB* =0, 故 S=0, 因 此 B;=0,i,j=1,2,3. 
其 次 ,b+ bpz+ b=au+anpt+a3~3A1=2A1+ X43 一 341=43 一 A1 关 0, 于 
是 r(B*)=1. 这 说 明 齐 次 方程 组 


只 含 一 个 独立 方程 ,不 妨 设 为 
(call 一 MX1)Z+alzz7z 十 Q137 =0. 
在 这 种 情况 下 ,任何 平行 于 平面 
(ai 一 Mi)z+atzy+ai3z=0 
的 方向 都 是 主 方向 ,因而 从 中 可 以 任意 选取 两 个 互相 垂直 的 方向 作为 二 次 曲面 的 
主 方向 .二 次 曲面 的 第 三 个 主 方向 可 由 特征 根 A3 来 确定 ,并 且 还 可 以 选取 为 (al 一 
A1) :aiz:al( 留 给 读者 思考 ). 
(3) 假定 Mi ,A2,43 为 三 个 不 等 的 特征 根 . 
因 每 一 个 特征 根 4; 可 确定 二 次 曲面 的 一 个 主 方向 4: mi: ni,i=1,2,3, 据 命 
题 4.2.3, 这 三 个 主 方向 两 两 互相 垂直 . 
综 上 所 述 ,定理 得 证 . 


4.2.3 利用 转轴 消去 二 次 曲面 方程 中 的 交叉 项 


给 定 二 次 曲面 方程 (4.2.1) ,通过 解 特征 方程 (4.2.5) 求 出 特征 根 , 再 将 特征 根 
代入 方程 组 (4.2.3) 或 (4.2.4) 求 出 主 方向 .由 于 二 次 曲面 的 每 个 特征 根 至 少 对 应 
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一 个 主 方向 ,因此 二 次 曲面 至 少 有 三 个 主 方向 ,我 们 可 以 从 中 选取 三 个 两 两 互相 垂 
直 的 主 方向 并 且 将 它们 单位 化 , 设 为 让, 六 ,kK“. 假 定 它们 分 别 对 应 于 特征 根 A1， 
42,43, 并 且 使 混合 积 (i jk )=1, 将 它们 作为 新 坐标 系 Oz yz 的 三 个 坐标 向 量 . 
下 面 证 明 在 新 系 中 的 二 次 曲面 方程 不 再 含 交叉 项 . 
作 和 矩阵 荆 = (i jk ), 即 以 单位 主 方向 的 坐标 排 成 了 的 列 .显然 工 是正 交 算 
阵 .由 于 A*i=Ai ,A*j=427 ,A"k “=43k ,因此 
A*T=A*(i7 Kk)=(A*i A A*k')=(Ai X47 A k '), 
BL 


TIA*T=|7"T 


(A1i’ A2j’ Aak” ) 


kT 
A1 0 0 
0 AM 0 
0 0 2s 
于 是 作 转 轴 变 换 x = Tx’ ,方程 (4.2.1) 化 简 为 
Mx thy tAsz +2a14z +2a24y +2a34z +am=0. 
这 样 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 4.2.2 在 直角 坐标 系 Ozxyz 中 ,给 定 二 次 曲面 的 方程 


aux +apy taaz :+2a1ry +2a13xz + 2a273y2 


9 


+2aiaT +2amy +2aaz + aa=0. 
如 果 选 取 曲 面 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 单位 主 方向 作为 新 坐标 系 Ox“y > 的 坐标 向 
量 ,那么 二 次 曲面 在 新 系 中 的 方程 具有 如 下 形式 : 
AT +Ary +AM3z+2alz +2a2y +2a34z tam=0, (4.2.7) 
其 中 X41,42,43 为 二 次 曲面 的 特征 根 . 
例 4.2.1 用 旋转 变换 化 简 二 次 曲面 方程 
472:—y -z+2yz -2y+4z+1=0. 
解 ”二 次 曲面 的 矩阵 


2 =, T=0, 
所 以 二 次 曲面 的 特征 方程 为 
—A3+2A2+8A=0， 
特征 根 为 41 =4,X32= 一 2,43=0. 
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(1) 将 A1=4 代 入 方程 组 (4.2.4) ,得 


0 0 0 117 
是 =$ 和 1 zz | 一 0， 
0 1 -$j\n 


解 得 主 方向 :mi:ni=1:0:0. 


(2) 将 12= -2 代 人 方程 组 (4.2.4) ,得 
6 0 01f: 
"| 
n 
解 得 主 方向 lm2: 2=0:( —1):1. 
(3) 将 和 3=0 代 人 方程 组 (4.2.4) ,得 


0 1 1 
4 0 0 l 
0 -1 1 m|=0, 
0 1 ~—1j\n 


0 1 1 
- 解 得 主 方向 /4:za:xa3=0:1:1. 因为 


1 0 0 
0 = -2<0, 
0 1 1 


所 以 向 量 (1,0,0),(0， 一 1,1),(0,1,1) 构 成 左手 系 ,那么 (1,0,0),(0， 本 L515(0 
= Em Ly, 


oy 1 
i =(1,0,0),j (0 方 '- 方 
这 是 二 次 曲面 的 三 个 两 两 互相 垂直 的 单位 主 方向 ,将 它们 作为 新 坐标 系 Oz yz” 
的 三 个 坐标 向 量 ,于 是 经 旋转 变换 
z 1 0 0 {x 


1 


-At 
y|= 2 V2lly |， 
> 于 
2 V2i (2 


原 方程 化 简 为 
4x -2y2+3V2y -V2z’ +1=0. 
例 4.2.2 用 旋转 变换 化 简 二 次 曲面 方程 
rT:-2y+z:+4ry~8rz—4y -14x -4y+14z+26=0. 
解 因为 1 =0,1,= -27,13=54, 所 以 曲面 的 特征 方程 为 
~A3+27A+54=0, 
特征 根 为 A = 42= 一 3,43=6. 
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将 二 重 特征 根 一 3 代入 (4.2.4) 式 ,得 
41+2m -4n=0, 
lam 20 
(41-2m+4n=0. 
这 个 方程 组 只 有 一 个 独立 的 方程 ,例如 
2l+m—2n=0, 
因而 平行 于 平面 2x + y 一 2z=0 的 方向 均 为 二 次 曲面 的 主 方向 ,从 中 任 取 两 个 互 
相 垂 直 的 方向 ,例如 避 :mi:ni=1:0:1,12:m2:n2=1:( 一 4):( 一 1) 作 为 主 方向 . 
对 应 于 43=6 的 主 方向 03: m3:n3 因 与 已 求 得 的 两 个 主 方向 垂直 ,因此 可 以 
不 解 方程 组 而 按 下 法 求 得 : 作 外 积 (1,0,1) x(1,--4,-1)=2(2,1, 一 2), 令 0: 
ma:n3= 二 2:1:( 一 2). 因 为 
1 0 1 
1 -4 -1|=18>0, 
2 1 -2 
所 以 向 量 (1,0,1) ,(1, -4, -1),(2,1, -2) 是 两 两 垂直 且 构 成 右手 系 ,将 它们 单位 
化 得 


i=( 上 ,0 上 上 )， 了 = (到 -全 ,--)，&=( 和 二,- 全 ) 
各 a 9 Sa/D a 3 人 2 9 3 9 3 9 3 9 
取 亡 , 太 , 大 为 新 坐标 系 Oz yx 的 三 个 坐标 向 量 ,于 是 经 旋转 变换 


J 3 呈 3 
一 0 i 工 / 
了 35 3 yy |， 
二 
之 V2 3V2 (2 
原 方程 化 简 为 
-3zx?7-3y2+6z?2-2V2y’ -20z’ +26=0. 
习 题 4.2 
1. 试 求 二 次 曲面 


F(x,y,2)=anx t+a2z 闪 +as22 十 2ai2zy 十 2al3zz 十 2a233 
+2cli4z+T2a2zy+2a34z+a44=0 
在 移 轴 变换 x = x + zo,y=y + yo,z= xz + zo 下 的 新 方程 . 
2. 求 下 列 二 次 曲面 特征 方程 的 特征 根 : 
(1) z+3y +3z2-2y -2r-2y+6z+3=0; 
(2) 2x* + Sy +2z: -2ry+4r2z -2y+14z-16y+24z=0; 
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(3) z+ y+zit+4ry-4rz~4y -3=0; 
(4) 4z2+ y+zi+4ryt+4rzz+2yz -24T+32=0. 
3. 试 求 下 列 曲 面 的 主 方向 : 
(1) 2z:+2y -5z:+2zxy-27z—4y—4z+2=0; 
(2) z+ y+5z -6ry~27xz+2y -6r+9=0; 
(3) 7z2 -8y -8z*+8zxy-8rz -2y—16r+14y-5=0. 
4. 用 旋转 变换 化 简 下 列 方程 ,并 写 出 坐标 变换 公式 . 
(1) 2x2+ Sy +5z2+4xry—4xz—8y—1=0; 
(2) z+3y +3z: ~2y 2x -2=0; 
(3) Sx:+8y +5z2+47ry—8zz+4yz -27=0; 
(4) x2 +4y+9z:~4zry+6xz—12y+4r-8y+12z+4=0. 
5. 设 空间 任 一 点 M(xz,y,z) 经 旋转 变换 后 的 坐标 为 (x ,y ,z ) ,证 明 : 
2 
6. 已 知 曲面 方程 为 
(2z+ yt+z)-(x-y-z)=y-z, 
试 判断 它 是 什么 曲面 . 
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本 节 进 一 步 化 简 二 次 方程 (4.2.7) ,得 到 二 次 曲面 的 简化 方程 及 标准 方程 ,并 
将 二 次 曲面 进行 分 类 ,这 样 一 来 我 们 可 以 清晰 地 了 解 二 次 曲面 的 全 貌 . 

定理 4.3.1 对 于 不 含 交 叉 项 的 二 次 曲面 方程 

MX1Z2 十 和 2 人 2 二 3 二 2a14 十 2a24y 十 2a34z + 444 三 0， (4.3.1) 

通过 坐标 变换 可 化 为 下 列 五 个 简化 方程 之 一 : 

(1) A1xz2+Ary +Asz :+d=0, AX2A3#0; 

(2) A1x* + A2y +2gz=0, AM1X20g 天 0; 

(3) A1x :+A2y :+d=0, 入 12 天 0; 

(4) AM1z2+2py=0， 和 1 力 天 0; 

(5) Ai1z*+d=0, Ai 天 0. 
其 中 各 方程 中 出 现 的 诸 4; 为 二 次 曲面 的 非 零 特征 根 . 

证 明 二 次 曲面 的 三 个 特征 根 不 全 为 零 ,因此 我 们 按 它们 全 不 为 零 , 有 一 个 为 
零 和 有 两 个 为 零 这 样 三 种 情形 分 别 讨论 . 

(1) X14243 关 0. 通过 配 完全 平方 ,将 方程 (4.3.1) 改 写 为 


2 2 2 
2 十 13234211 ， _(24 42424234)- 


24 


414 \2 024 
Ai1( 福 十 21) + A2(y+ > 


作 平 移 变换 
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2 
并 令 d= a4 (M+ po + a), 方程 变 为 


nn =0,， (4.3.2) 
即 定理 中 的 简化 方程 (1). 现 依据 方程 系数 的 各 种 不 同情 况 讨 论 如 下 . 
QD d’0. 
1) Al ,人 2，A3 同 号 但 与 dc 异 号 . 令 
1 _ 4 1 hl 
dad” a 0 d” 2 
方程 (4.3.2) 变 成 
£2 
BG WB g 
它 是 椭 球 面 的 标准 方程 . 


让 ) A1,42,43 与 d 同 号 . 令 
A 


5 
下 有 2 2 
方程 (4.3.2) 变 为 
/2 2 2 
它 表示 虚 椭 球面 . 
证 ) d 与 41,42,43 中 的 一 个 同 号 ,例如 d 与 43 同 号 . 令 
1 _ 1 _ 42_ 1 2 工 
区 省 2 Pe 4 
则 得 
2 2 2 
这 是 单 叶 双 曲面 的 标准 方程 . 


iv) d 与 41,42,43 中 的 两 个 同 号 ,例如 i 同 号 . 令 
A 如 扩 /2 : 


则 得 
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它 是 双 叶 双 有 曲面 的 标准 方程 . 
© d’ =0. 
i) XA1,42,43 同 号 . 令 1411 = 十,1221= 雯 ,1431= 证 , 则 方程 (4. 3.2) 变 为 
er dem. ey 
a 六 c? 
它 退 化 为 一 个 点 . 
i) X1,42 与 43 不 全 同 号 ,例如 41 和 42 同 号 . 令 |X11= 二 ,1221= 去,1231= 
二 
-5, 则 得 
是 
CQ 四 Be = 
这 是 二 次 锥 面 的 标准 方程 . 
(2) 41,42,43 中 只 有 一 个 为 零 ,不 妨 设 13=0, 作 平移 变换 
守 rs 
y = 
2 二 之 ， 
并 令 d =aw- (和 + 2) 方程 (4.3.1 杰 为 
Ne (4.3.3) 
QD aa 和 0, 再 作 移 轴 
ny 
y=y, 
ye 
方程 (4.3.3) 化 简 为 
Ai1z +A2Yy +2a9z =0, (4.3.4) 


这 是 定理 中 的 简化 方程 (2). 


i) 当 1 与 42 同 号 时 ,方程 (4.3.4) 表 示 椭 圆 抛 物 面 ,并 且 方 程 可 化 为 下 列 标 
准 形式 
十 点 =- 土 2z . 
ii) 当 Ai; 与 2 异 号 时 ,方程 (4.3.4) 表 示 双 则 抛物 面 ， 并 且 方 程 可 化 为 下 列 标 
- 准 形 式 


第 4 章 二 次 曲面 的 一 般 理论 


© aa4=0, 方程 (4.3. 3) 为 


AX +A2y +d’=0, 


(4.3.5) 
它 是 不 含 坐 标 z 的 柱 面 方 程 , 即 定理 中 的 简化 方程 (3). 
i) A1 与 > 同 号 ,但 与 d 异 号 ， ea 可 化 成 下 列 标准 形式 
2+ 节 = | 中 
它 表 示 椭 圆柱 面 . 
ii) A1,42 与 d 同 号 ,方程 (4. 3 人 
er 
iii) A 与 1 同 号 ,但 d =0. 方程 (4.3.5) 可 化 为 
2 :2 


它 表示 一 对 相交 于 一 条 实 直线 的 虚 平 面 . 
iv) 41 与 A> 异 号 ,上 且 d 关 0. 方程 (4.3.5) 表 示 双 曲 柱 面 ,其 标准 方程 为 


a? b? = 

v) A1 与 42 异 号 ,但 d =0. 方程 (4.3.5) 表 示 一 对 相交 平面 ,其 标准 方程 为 
i 
Be 


(3) X41,42,43 中 有 两 个 为 零 , 不 妨 设 A1 关 0. 作 移 轴 


Qa14 
i 


A1 ” 
y =y, 
z 一 过 ， 


并 令 d’=a4 一 和 ,方程 (4. 3.1) 化 简 为 


Miz 2 +2a2y +2arz +d =0. 
QD az4,aa 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 作 绕 zx 轴 的 坐标 变换 


7/ 
0 


(4.3.6) 


,2amy +2a3s4z +d’ 
2V a + a% 


» —a3y +amz’ 
ZZ 三 一 一 一 一 一 一 


Ma 甸 +c 甸 
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则 方程 化 条 为 


1z2+2AW aht+ agy =0, (4.3.7) 
它 是 定理 中 的 简化 方程 (4) ,表示 抛物 柱 面 . 
@ az=a34=0, 方 程 (4.3.6) 现 变 为 


1z2+d =0， (4.3.8) 
即 定理 中 的 简化 方程 (5). 
i) A1 与 4d 异 号 , 令 a?= -你 ,方程 (4.3.8) 可 写成 
a 


它 表 示 一 对 平行 平面 . 
ii) A1 与 d’ 同 导 , 令 a ?一 引 ,方程 (4.3.8) 可 表示 为 


它 是 一 对 虚 的 平行 平面 . 
ii) d=0,zx“=0 表 一 对 重合 平面 . 
从 定理 4.2.2 和 定理 4.3.1 立即 得 到 下 面 的 结论 :通过 适当 的 直角 坐标 变换 ， 
二 次 曲面 方程 总 可 以 化 简 为 5 个 简化 方程 中 的 一 个 ,并 且 可 以 写成 17 种 标准 方程 
的 一 种 形式 ,因此 二 次 曲面 总 共有 17 种 曲面 . 
下 面 继续 讨论 上 一 节 的 两 个 例子 . 例 4.2.1 用 旋转 变换 将 方程 
4z2 一 多 -2 于 +2 迷 -2y+4z+1=0 
化 简 成 
47—2y + 3V2y -VY2z’ +1=0. 
再 配 完全 平方 ,整理 后 得 
4r"*—2(y -22y —/2(z’ -B42) =0 


作 平 移 变换 
zr = 
yt 3 ， 
2 = + B32 
则 原 方程 化 简 为 


或 
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8 4 
由 此 可 知 , 原 方程 表示 双 曲 抛物 面 .而 由 原 方程 化 简 为 标准 方程 所 实施 的 直角 坐标 


变换 是 
Pn 2 _ 二 | 
机 


例 4.2.2 通过 转轴 将 方程 
rx-2y +zi+4ry—8rz -4yz—14r-4y+14z+26=0 


-3z2-3y2+6z -2v2y -20z +26=0. 


化 简 成 
将 方程 进行 配方 整理 ,再 作 适 当 平 移 , 则 原 方程 化 简 为 
一 3z22 一 3y” +6z2+10=0 
或 
《2 2 ”2 
3 3 3 


因此 原 方程 表示 单 叶 双 曲面 . 
将 二 次 曲面 方程 
4z*+y+4z2-4ryt+8rz—4y -12z—12y+6z=0 


例 4.3.1 
化 简 为 标准 方程 ,并 指出 曲面 形状 . 
解 二 次 曲面 的 特征 方程 为 
4-A -2 4 
-2 1-) -2|=0, 
4 -2 4-A 


-和 +91=0， 


展开 得 

特征 根 为 A1 =9,4,=X3=0. 

将 41=9 代 入 方程 组 (4.2.4) , 解 得 主 方向 Lj:mi:n1=2:( 一 1):2. 
将 二 重 特征 根 4，= 43=0 代 和 人 (4.2.4) 得 一 个 独立 方程 21 ~ m+ 2n =0, 因 

而 平行 于 平面 2x ~ y+2z=0 的 方向 均 为 曲面 的 主 方 向 ,从 中 任 取 两 个 互相 垂直 


的 主 方向 ,例如 ly: m2:n2=1:0:(—1),l3:ma3:n3=1:4:1. 回 量 (2， 2 
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(1 ;0 1) 9 (1 ,4,1) 两 两 垂直 上 且 组 成 右手 系 . 令 


i = 入,- 寺 ,他 )， 站 k’ = (一 二 
取 它 们 为 新 坐标 系 Ox'y'z 的 坐标 向 量 . 于 是 利用 转轴 


355 5， 5) 


工 :4 
3 V2 3V2 
le Ci Si 
> | 3 3 yy 1， 
"ee 
之 3 V2 3V2) \z’ 
原 方程 化 简 为 
9x?2—9Y2y -9Y2z’=0 
或 


2—Y2y —Y2z’ =0. 
再 绕 zx 轴 作 旋转 变换 , 令 


a 
y = 到 (y- 2 )， 
2 (y 二 之 闪避 
将 上 式 代 入 z2 -vV2y ~Y2z =0: 中 ,得 
rr-2y =0, 
这 就 是 要 求 的 标准 方程 , 它 表示 抛物 柱 面 . 
习 题 4.3 


化 简 下 列 二 次 曲面 方程 为 标准 形式 ,并 指出 曲面 形状 . 
.Xx2+y+5z—6ryt2rz -2y -4Tt+8y-12z1+14=0. 
.27 +2y +3z2+4ryt+2rxz+2y -4r+6y-2z+3=0. 
,21+5y +22:—27ry—4xz+2yz+27z -10y~2z-1=0. 
.47:~-y -z+2y-2yt+4z+1=0. 

r+y+9z -2ryt+6rz-6y—-2r+2y-6z=0. 
.yzyt+rxz- y+2r-2y=0. 


4.4 二 次 曲面 的 不 变量 


前 两 节 采 用 坐标 变换 方法 ,将 二 次 曲面 方程 化 简 成 标准 方程 ,由 此 可 判别 二 次 


[oe 
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曲面 是 何 种 曲面 并 确定 它 的 几何 形状 .这 意味 着 由 方程 表示 的 二 次 曲面 经 直角 坐 
标 变换 后 ,曲面 的 方程 这 一 表现 形式 虽然 发 生 了 变化 ,但 决定 曲面 几何 特征 的 内 在 
性 质 并 未 改变 ,而 后 者 可 用 不 变量 来 刻画 .这 种 不 变量 用 二 次 曲面 方程 的 系数 来 表 
达 , 并 且 不 因 直角 坐标 变换 而 发 生变 化 ,所 以 又 叫 正 交 不 变量 . 寻找 二 次 曲面 以 及 
其 他 几何 对 象 (例如 平面 二 次 曲线 ) 的 正 交 不 变量 (简称 为 不 变量 ) 是 解析 几何 研究 
中 的 一 个 重要 方面 ,为 深入 认识 形 数 结合 这 一 问题 提供 了 新 的 内 容 . 


4.4.1 不 变量 与 半 不 变量 
设 二 次 曲面 方程 为 (4.2.1) 式 .前 面 已 引入 了 


1 一 Qi 十 CQ22 十 CQ33， 
C22 CQ23 


all 2412 Cl 413 
十 十 


了 三 9 
Q23 CQ33 


Q13  C33 
QI11 Ci2 Ci3 


I3=det A =j|aliz a2 aca23|， 


Q12  C22 


Q13 423 433 
再 引入 
a Ci2 413 Q14 
We A Q12 CQ22 GQ23 QQ24 
U13 C23 433 234 
Q14 424 
定理 4.4.1 也 ,I2,I3 和 上 是 一 次 曲面 的 不 变量 . 
证 明 将 曲面 方程 用 矩阵 形式 表示 为 


a | /7 
cx RE (4.4.1) 
其 中 al'=(al4,amra4) ,xX = (rz,y,2). 
作 任 意 直角 坐标 变换 
x= Tx + xo, (4.4.2) 


其 中 工 为 正 交 和 矩阵 ,x6 = (zo, yo,zo). 将 (4.4.2) 式 代 人 (4.4.1) 式 ,得 
0 = TT 0 和 a ( 十 "| 
a ad 1 
eal eo 
lj\a CC44 0 1 1 

TA TIA* xo 十 TIa x 
-oo 中 | 
CA*T+aiT xdA”xo+alIxo+xla+ad4 八 1 
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汪汪 个 TTA*xo + Tia\/x’ 
-el 如 
(A*T+aiT Fl(zxo, yo,2z0) 1 
它 是 二 次 曲面 在 新 坐标 系 O'z’yz 下 的 方程 .该 方程 所 对 应 的 矩阵 
| Ta 
es a'T 下 (zoyyoyzo) | 
并 且 
人 
因为 工 是 正 交 矩阵 ,所 以 对 任意 实数 ,有 
det(A’* — AE) = det (TTA*T—AE) = det(TICA” -AE)T) 
= detTI . det(A* — AE). detT = det( TTT). det(A* - AE), 
于 是 有 
det(A’* — AE) = det(A* — AE). 
将 上 式 两 边 展 开 , 得 
-3+12 ~ I2A+13=-2A3+ IA -1A+ J. 


由 4 的 任意 性 ,得 
n=l, 12=7，713= 了 1， 
又 
14= det A’ = | | | | 
xd li\aT awul\0 1 
_ T 0|lIA” a|lT xo 
xd lllal aull0 1 


= detTI . detA . detT = detA = I, 
所 以 I,:(i=1,2,3,4) 是 二 次 曲面 的 不 变量 . 
推论 4.4.1 二 次 曲面 的 特征 方程 和 特征 根 在 任意 直角 坐标 变换 下 都 是 不 变 的 . 
下 面 再 引入 两 个 量 , 令 


K Qll QQ14 家 CQ22 024 Q33 QQ34 
1 二 9 
GQ14 QQ44 C24 U44 Q34 QQ44 
CI QI12 Qi14 Ql11l QQ13 Cji4 Q22 023 424 


K2=|a12 Qa2 aml+|als3 a33 a3a|l+|a23 a33 Q34| . 


Q14 024  C44 Q14 434 244 Q24 QQ34 QQ44 
Ki 的 三 项 是 I 的 三 项 添上 两 条 “ 边 ” 而 成 的 三 个 2 阶 行列 式 ,天 ;> 的 三 项 是 的 
三 项 ( 均 为 2 阶 行列 式 ) 添 上 两 条 “ 边 ” 而 成 的 三 个 3 阶 行 列 式 . 以 上 添加 的 两 条 
“ 边 ” 的 元 素 是 矩阵 A 中 的 第 四 行 和 第 四 列 的 对 应 元 素 . 
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定理 4.4.2 Ki 与 K, 在 转轴 变换 下 不 变 , 称 为 半 不 变量 . 
证 明 设 二 次 曲面 方程 
< x 下 
F(z,y,z)=(x! Da(*)=0 
经 转轴 变换 x = Tx 变 为 
F(z°,y ,2)=(xT DA )=0, 
需 证 Kf = Ki, Kz = Ks. 我 们 构 作 新 的 二 次 曲面 方程 
G(rz,y,2)= F(x,y,z) -A(z + y+2z’)=0, 
其 中 4 为 任意 实数 .注意 在 转轴 变换 下 ， 
2 
因此 G(xz,y,zx)=0 经 转轴 变 为 
Gs (a —A(zx2+y2+ z2)=0. 
据 定 理 4.4.1, I 是 不 变量 , 故 
L(G’)= L(G), 


即 
aa 一 和 人 al2 a3 al4 ai 一 4 a 213 al4 
a2 oz- 和 as cl | az az2-A az3 a 
al3 03 0 一 人 034 Q13 a23 as 一 和 a34| 
ai4 024 034 a44 Q14 CQ24 Q34 Qa44 
将 上 式 两 边 展开 ,经 计算 得 
—anA3+ KIA2— KZA+IAl= -auA + KA ~ KaA+1Al), 


这 是 关于 4 的 恒等式 .已 知 aw = aw,1A I=1A1. 比较 的 一 次 项 和 二 次 项 系 
数 , 便 得 到 
Ki=Ki, Ki=K,. 
作为 练习 ,请 读者 证 明 下 述 定 理 . 
定理 4.4.3 ”给 定 二 次 曲面 方程 FE(z,y,z)=0, 如 (4.2.1) 式 所 示 . 
(1) 当 I3= 4=0 时 ,Ks 是 不 变量 ; 
(2) 当 I,=13= 4= Ks=0 时 ,Ki 是 不 变量 . 


4.4.2 应 用 不 变量 化 简 二 次 曲面 方程 


我 们 已 经 知道 ,对 于 任意 的 二 次 曲面 ,总 可 以 选取 适当 的 坐标 系 ,将 它 的 方程 
表示 为 五 个 简化 方程 中 的 一 个 . 据 推论 4.4.1, 简 化 方程 中 出 现 的 二 次 曲面 特征 根 
是 不 变量 ,那么 其 他 的 常数 能 否 用 不 变量 来 表示 呢 ? 下 面 的 定理 便 回 答 这 一 问题 . 
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定理 4.4.4 用 不 变量 表示 二 次 曲面 的 简化 方程 如 下 : 
(1) 当 13 光 0 时 ,方程 为 Aizx + A2y + haz2+ 天 =0i 


(2) 和 13=0, 1 关 0 时 ,方程 为 A1zT + A2y + 2 -T=0: 


(3) 当 13= 4=0, 了 1 关 0 时 ,方程 为 A1x?+ A2y? + 20; 
(4) 当 ,=13= 4=0,K2 关 0 时 ,方程 为 


| | K 
)1Z2 土 2 -y=0( 或 zx?+2 -T=0); 


(5) 当 I,=1= 1,= K,= 0 时 ， 方程 为 和 1 + 有 =0( 或 Lx’ + 了 = 0). 


其 中 各 方程 出 现 的 二 表示 二 次 曲面 的 非 零 特征 根 
证 明 (1) 对 应 于 二 次 曲面 的 简化 方程 
A1z +A2y +A3z :+ d=0, A1A243 尖 0， 


此 时 有 
A1 0 0 0 
A1 0 0 l 
0 2。 0 0 
了 3 三 0 A2 0 三 人 1M2A3 天 0， Ls= =AlAz2Aad = 3d, 
0 0 4 0 
0 0 3 
0 0 0 4a 
所 以 4= 闻 
(2) 对 应 应 于 简化 方程 
AiX 2+Asy +2gz=0, A1M20 天 0， 
此 时 
A1 0 . 1 )2 
1 = + =A1A20 
Gd NO 0 Ol 
1 0 0 0 
RE 和. 0 0 
13=|0 AMz 0|=0, [= = 一 Mi129 = ~ 129， 
0 0 0 0 
0 0 «a 0 


(3) 至 (5) 的 证 明 留 给 读者 . 
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例 4.4.1 利用 不 变量 化 简 方程 
XT:+Ty +z:+1l0ryt+l0y +2xz+8r+4y+8z—6=0, 


并 指出 它 是 什么 曲面 . 


解 ” 二 次 曲面 的 矩阵 
EY， 
po 了 5S 之 
1531 4 
4 2 4 -6 
计算 不 变量 
a J= -第 = 
1 5 4 1 1 4 7 5 2 
K;=|5 7 2|1+|ll 1 4 [+I5 1 4 |=144 
4 2 -6| |4 4 -6| |2 4 -6 


一 3+9A2+361 和 =0， 
特征 根 为 M1=12,)2= 一 3,AM3=0. 又 


Koz_14 4 
= 二 356= -4， 
2 
所 以 曲面 的 简化 方程 为 
12z22 -3y -4=0， 
该 曲面 是 双 曲 柱 面 . 


习 题 4.4 


1. 利用 不 变量 求 下 列 二 次 曲面 的 简化 方程 ,并 指出 它 表示 什么 曲面 . 

(1) Sx2*+7y +62z2—4rz+4y -10z+14y+8z-6=0; 

(2) z+ ytz t+4rzy-4rz—4y -3=0; 

(3) xz2 -2y +z:+4ry-8rz—-4y—14z-4yt+14z+16=0; 

(4) 2x* +5y +2z:—2xy -4zz+2y+27 10y-2z—-1=0; 

(5) 47* +2y +3z:+4zz—4yt+6rt4yt+8z+2=0; 

(6) 4x2:+ yt+zit+4ryt+4rz+2yz -24x+32=0; 

(7) 5x2+5y +8z2— 8xy -4rz-4yz=0. 

2. 问 d 为 何 值 时 ,方程 2y+4zz+2x 一 4y+6z+ d=0 表 示 一 个 锥 面 ? 

3. 已 知 二 次 曲面 的 不 变量 1 =0, 1 天 0, 证 明 I[21<0. 

4. 已 知 二 次 有 曲面 的 不 变量 1,= 13= I4=0, 证 明 : 若 K2 关 0, 则 [Ks<0. 

5. 求 曲面 a(z2+2yz)+6b(y+2zz) +c(z2+2xy)=1,abc 关 0 是 旋转 曲面 的 条 件 . 
6. 证 明 二 次 方程 F(z,y,z)=0 表示 圆柱 面 的 条 件 是 13= 14=0,1f=41, 了 1*K2<0. 
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7. 就 有 的 值 讨论 二 次 曲面 &z2+4 办 +9z2+4zy+6zz+1l2 和 +l6z+l16y-32z+8=0 的 
形状 . 


4.5 二 次 曲面 的 中 心 与 渐 近 方 回 


二 次 曲面 具有 某 种 对 称 性 ,那么 如 何 直接 从 二 次 曲面 的 方程 来 判断 曲面 有 无 
对 称 中 心 和 对 称 平面 呢 ? 如 果 有 的 话 ,如 何 将 它们 求 出 来 ?又 如 前 面 讨论 过 的 二 
次 曲面 主 方向 ,能 否 进一步 给 出 几何 解释 呢 ? 本 节 及 下 一 节 将 就 这 些 问题 展开 讨 
论 ,为 此 先 就 讨论 的 出 发 点 作 一 粗略 分 析 . 

假设 平面 < 是 二 次 曲面 S 的 对 称 平面 . 若 点 ME S ,那么 它 关 于 x 的 对 称 点 
ME S ,因而 直线 MiM 与 曲面 S 相交 . 如果 点 C 是 二 次 曲面 S 的 对 称 中 心 , 那 
么 S 上 的 点 Pi 关于 C 的 对 称 点 P; 也 在 S 上 ,因此 直线 PP, 必 与 S 相交 .这 样 
看 来 ,我 们 就 从 讨论 直线 与 二 次 曲面 相交 问题 人 手 ， 


4.5.1 二 次 曲面 与 直线 的 相关 位 置 
设 二 次 曲面 S 的 方程 为 


F(x ,YZ) = ai1x” + any + a332? +2a12xy + 2a13Tz + 2a23Y2 


+2al14Zz+2a2z4y+2a3s4z+a44=0， (4.5.1) 
过 点 Po(zo,yo,zo) ,方向 向 量 为 w = (X,Y,Z) 的 直线 ! 的 参数 方程 为 
X= 7xot+ Xt, 
| Yt, (4.5.2) 
z= zot+ Zt, 


现 讨论 它们 的 交点 .将 (4.5.2) 式 代 和 人 (4.5.1) 式 ,经 整理 得 
D(X,Y,2)t +2[XF (zo, yo0, 20) + YF2( xo, y0, 20) + ZF3( xo, yo, 20)]t 
+ F(zxo, yo,z0)=0. (4.5.3) 

(1) G(X,Y,Z) 天 0, 这 时 方程 (4.5.3) 是 一 个 关于 1 的 二 次 方程 , 它 的 判别 

式 
A=[XFI(zo,yo,zo)+ YFz(zo,yoyzo)+2ZFs(zo,yoyzo)] 
- B(X,Y,2Z):F(zo, yo, zo0)- 

Q@ 当 A>0 时 ,方程 (4.5.3) 有 两 个 不 等 实 根 ,因而 ! 与 SO 有 两 个 相 异 实 交 点 ; 

@ 当 A=0 时 ,方程 (4.5.3) 有 二 相等 实 根 ,因而 ! 与 S 有 两 个 相 重 实 交点 ; 

@ 当 A<0 时 ,方程 (4.5.3) 有 一 对 共 思 e 虚 根 ,因而 : 与 S 有 一 对 共 受 虚 交 反 
(它们 的 对 应 坐标 为 共 思 e 复 数 ). 

(2) G(X,Y,Z)=0. 

@ 若 XFi (zxo, yo, zo0) + YF2 (zo, yo, z0) + ZF3( zo, yo, z0) 天 0, 则 方程 
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(4.$.3) 有 惟一 解 ,因此 / 与 S 有 惟一 实 交 点 ; 

@ 若 .XFi(zo, yo, z0) + YF2z(zoyyoyzo)+ZF3(zo,yoyzo)=0,F(zo,yo0， 
z0) 天 0 , 则 方程 (4.5.3) 为 矛盾 方程 ,因此 / 与 S 无 交点 ; 

B® 大 XFi(xo, yo, zo) + YF,( xo, Yo, 20) + ZF3( xo, yo, z0)=0, F(Zzo, yo, 
xz0)=0, 则 (4.5.3) 式 成 为 上 的 恒等式 ,直线 ! 上 的 每 一 点 均 在 曲面 S 上 , 即 ! 整个 
落 在 S$ 上 ,因此 / 叫做 曲面 S 的 一 条 母线 . 


4.$.2 渐 近 方向 


定义 4.5.1 满足 @(X,Y,Z)=0 的 方向 X:Y:Z 叫做 二 次 曲面 S 的 渐 近 
方向 ， 否则 叫做 S 的 非 渐 近 方 向 . 
从 上 面 的 讨论 得 知 ， 具有 非 渐 近 方向 的 直线 与 二 次 曲面 S 总 有 二 交点 ,而 具 
有 渐 近 方向 的 直线 或 与 S 无 交点 ,或 有 惟一 交点 ， 或 整 条 直线 在 曲面 S 上 . 
取 定 点 Po(zo,yo, zo) , 则 过 点 Po 并 且 以 二 次 曲面 的 渐 近 方向 区 12 为 方 
向 的 直线 组 成 的 曲面 , 它 的 方程 是 
D(x— oc 
即 
au(z— xo) +a2(y 一 20) +ass(z 一 z0) +2a1(r ~ ro)(y— yo) 
+2a13(X— Xo)(z ~ z0)+2a2(y ~ yo0)(z— 2z0)=0. 
这 是 一 个 关于 x 一 xo,y 一 yo,z 一 zo 的 二 次 齐 次 方程 ,因而 是 以 Po(zo,yo, zo) 为 
顶点 的 二 次 锥 面 , 锥 面 上 每 一 条 母线 的 方向 都 是 二 次 曲面 的 渐 近 方向 ,这 个 锥 面 叫 
做 二 次 曲面 S 的 渐 近 方向 锥 而 .显然 ,过 锥 面 顶 点 的 非 母 线 的 方向 都 是 二 次 曲面 
的 非 渐 近 方向 . 


4.5.3 二 次 曲面 的 中 心 


”定义 4.$.2 点 C 叫做 二 次 曲面 S 的 中 心 ,如 果 S 上 任意 点 Mi 关于 点 C 的 
对 称 点 M2z 仍 在 曲面 S 上 . 
定理 4.5.1 ” 设 二 次 曲面 S 的 方程 为 (4.5.1) 式 , 则 点 C(zo,yo, zo) 是 曲面 
S 的 中 心 当 且 仅 当 
Fi(zoyyo,zo) 一 ailZzo+ alz2yo+al3z0+Q14 三 0， 
[ce en emt emt m0 
Fs(xo,Y0,20)= a13T0+ a2y0 + aasz0+ a =0. 
证 明 设 点 C(zo,yo,zo) 是 二 次 曲面 S 的 中 心 , 则 过 点 C, 以 任意 非 渐 近 方 
向 X:Y:Z 为 方向 的 直线 (4.5.2) 与 曲面 S 交 于 两 点 Mi 和 Mi. 设 Mi 对 应 的 参 
数 为 ti:,1=1,2. 因为 C 为 S 的 中 心 ,所 以 C 为 线段 M1iM， 的 中 点 ,于 是 tit+ £2= 
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0. 由 方程 (4.$.3) 及 韦 达 定理 便 得 到 
XFI(zo,yo,zo) + YF2z(zo,yoy,zo)+ZF3(zo,yo,zo)=0. (4.5.4) 
因为 上 式 对 曲面 S 的 任意 非 渐 近 方向 X:Y:2Z 箔 成 立 , 故 有 
Fi(xo,y0,20)=0, F(xo,yo0,20)=0, Fa(xo, yo,z0)=0. 
反之 ,适合 上 面 三 式 的 点 (zo,yo, zo) 必 为 曲面 S 的 一 个 中 心 ,证 明细 节 留 给 
读者 . 
特别 ,坐标 原点 是 二 次 曲面 中 心 的 充 要 条 件 是 曲面 方程 不 含 x ,y 及 > 的 一 次 
项 . 
由 定理 4.5.1, 二 次 曲面 S 的 中 心 坐 标 是 下 列 方程 组 
Fi(z,y,z)=ailz+at2y+al3z+a4 三 0， 
| eea errenrosrenna (4.5.5) 
Fs3(z,y,2)=a13rT+ayy+a33z+am=0 
和 ,方程 组 上面 5 的 中 广角 组 . 它 系 娄 和 与 族人 玉 
A*=(ajy)i<i,j<3 和 B=(A” 一 a), 这 里 a7= (al4,azxya3). 记 它们 的 秩 分 别 为 
r(A*) 与 r(B), 那 么 
@ 当 r(A*)=r(B)=3, 即 13 关 0 时 ,方程 组 (4.5.5) 有 惟一 解 ,因而 曲面 S 
有 惟一 中 心 , 称 为 中 心 二 次 曲面 . 
@ 当 r(A*)=x(B)=2 时 ,方程 组 (4.5.5) 的 解 组 成 一 条 直线 ,这 条 直线 上 
的 点 都 是 曲面 S 的 中 心 .该 直线 称 为 S 的 中 心 直 线 ,S 叫做 线 心 二 次 曲面 . 
@ 当 r(A*)=r(B)=1 时 ,方程 组 (4.5.5) 的 解构 成 一 个 平面 ,此 平面 上 的 
每 一 个 点 都 是 S 的 中 心 ,因此 这 一 平面 叫做 S 的 中 心平 面 ,S 叫做 面 心 二 次 曲面 . 
@ 当 r(A*) 关 r(B) 时 ,方程 组 (4.5.5) 无 解 ,曲面 S 没有 中 心 , 称 它 为 无 心 
二 次 曲面 . 
”二 次 曲面 中 的 线 心 曲 面 面 心 曲面 及 无 心 曲 面 统称 为 非 中 心 二 次 曲面 . 
推论 4.5.1 ”二 次 曲面 为 中 心 曲面 的 充 要 条 件 是 13 关 0; 二 次 曲面 为 非 中 心 
曲面 的 充 要 条 件 是 13=0 
例 4.5.1 不 难看 出 椭 球 面 


单 叶 及 双 叶 双 曲 面 


都 是 中 心 二 次 曲面 ,而 且 中 心 均 为 点 O(0 ,0,0) 
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例 4.5.2 椭圆 与 双 曲 抛物 面 


2 
三 + 和 =22 
是 非 中 心 曲 面 , 因 17 =0. 又 因为 F(x,y,z)= -1 天 0, 所 以 抛物 面 没有 中 心 , 属 
于 无 心 曲面 . 
例 4.5.3 ”对 于 椭圆 与 双 曲 柱 面 


三 + 抽 = c2 9 cK0, 
显然 13 =0. 中 心 方程 组 


Fi(x,y,z)= 沪 =0， 


F(zx,y,z)= 和 =0, 


F(x,y,z)=0 
的 解 为 xz =0,y=0, 因 此 中 心 构成 直线 , 即 z 轴 , 故 这 两 种 柱 面 都 是 线 心 曲面 . 
”在 17 种 二 次 曲面 中 , 除 上 面 已 讨论 过 的 7 种 外 ,请 读者 将 余下 的 10 种 依 中 心 
曲面 、 线 心 曲面 . 面 心 曲面 及 无 心 曲 面 加 以 区 分 . 
定义 4.5.3 ”通过 中 心 二 次 曲面 的 中 心 并 具有 渐 近 方向 的 直线 称 为 渐 近 线 . 
以 二 次 曲面 的 中 心 为 顶点 的 渐 近 方向 锥 面 叫做 二 次 曲面 的 渐 近 锥 面 . 
例 4.5.4 求 二 次 曲面 族 z2+ y+z2+Az(z+ jy 一 a) 一 R?=0 的 中 心 的 轨 
迹 方 程 ,并 说 明 其 形状 ,其 中 R ,a 为 常数 ,和 ,Ap 是 参数 . 
解 葛 面 的 中 心 方 程 组 为 
并 + 全 ==0， 
y+ 分 z=0， 


z+ 分 (z+py -a)=0. 


消去 参数 A ,x 得 
XxX +y -ar—z:=0, 
即 
(z~2)+y x=) 
它 表 示 旋 转 单 叶 双 曲 面 . 
例 4.5.5 设 


F(x,y,z)=anzr +ayy +az +2a127y + 2a13rz + 2a73y% 
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+2al4z+2a2z4y+2a34z+a44=0 (4.5.6) 
为 中 心 二 次 曲面 , 则 以 中 心 C(xzo, yo, zo) 为 新 原点 作 移 轴 变 换 , 方 程 (4.5.6) 可 以 
化 为 
Li_ 
13 
这 里 B(x,y,z) 为 F(z,y,z) 的 二 次 项 部 分 . 
证 明 以 C(zo,yo,zo) 为 新 原点 作 平移 


X=7X 十 0， 


D(x,y ,> ) 十 0， 


y=y 十 30， 
z= + zo, 
将 下 (x,y,z)=0 变 为 F(x ,y ,zx )=0. 在 移 轴 变换 下 ,二 次 项 系数 不 变 , 一 次 
项 系数 a14，,424，,Q434 分 别 变 为 Fi(zo, yo,20), Fa(xo, yo z0), Fa( zo, yo, 20) ,常数 
项 a44 变 为 F(zo,yo,zo). 由 于 (zo,yo,zo) 为 曲面 的 中 心 ,所 以 
Fi(zo,yoy,zo)=allzo+ al2y0+ a13zo+ a14=0, 
F2(zo,yo,zo)=al2Z0+a22y0+ a23z0 t+ a24 =0, (4.5.7) 


F3(zo,yoy,zo)= al3zo+a23y0+ a33z0 + a34=0. 


又 
F(zo,yoyz0) = zoFi(xo, yo, 20) + yoF2( xo, yo, 0) + zoF3( zo, yo, x0) 
+ Fal xo, yo, x0) 
=ai4Tzot axy0 + a3z0t Qa44, 
所 以 
F(x’ yy ,2 )=B(r ,yy ,2)+aurotaxny tayzot+ an=0. (4.5.8) 
由 (4.5.7) 式 与 (4.5.8) 式 消去 zo, yo, zo, 得 到 
all 412 2413 a14 
Q12 422 QQ23 Q24 = 
Q13 023 433 Q34 
al4 az aa P(r yz )+a44 
即 
Qi 412 413 0 Qi Cl2 413 414 
Q12 422 a23 0 i 9 0 | 
Q13 Q23 433 0 Ql3 Q23 Q33 434 E 
ai4 az as D(x,y ,2 ) Q14 Q24 Q34 Q44 


I3:B(r ,yy ,z)+L=0. 
因为 F(z,y,z)=0 表 中 心 二 次 曲面 ， 13 关 0, 因 此 方程 (4.5.6) 通 过 移 轴 化 简 成 
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G(x,y ,2 ) t=0. 
3 


由 此 立即 得 到 :F(x,y,z)=0 表 二 次 锥 面 ( 实 或 虚 ) 的 充 要 条 件 是 13 冯 0, 14 =0. 
” 注 对 于 中 心 二 次 曲面 ,可 以 中 心 为 新 原点 , 先 作 平移 消去 一 次 项 ,再 作 转 轴 
消去 交叉 项 . 按 此 法 实施 坐标 变换 来 化 简 方 程 可 减少 计算 量 . 
习 题 4.5 

1. 求 下 列 二 次 曲面 的 中 心 : 

(1) z+y+zi+2zy+6zrz -2y+27r -6y-2z=0; 

(2) Sx*+9y +9z:~12ry—6rz+12x -36z+7=0; | 

(3) 4z2+ y+9z2—4ryt12xz—6y+8r-4y+12z-5=0; 

(4) xz*+25y: +9z2—10xryt+6rz -30y -2r~2y—5=0. 

2. 求 下 列 二 次 曲面 的 浙 近 锥 面 : 

(1) x*+2y + xry~3rz -7r—4y+3=0; 

(2) z+ zxy—-3zz—7r=0. 

3. 求 二 次 曲面 族 azr? + by + cz? 一 1+ Az(z+ jy 一 d)=0 的 中 心 的 轨迹 方程 ,其 中 a,b,c， 
qd 是 常数 , 且 abcd 关 0, 又 A,p 为 参数 . 


4.6 二 次 曲面 的 径 面 


二 次 曲面 上 的 两 个 点 如 果 不 位 于 同一 条 母线 上 ,我 们 把 连接 这 两 个 点 的 直线 
跋 叫做 二 次 曲面 的 一 条 弦 . 显然 , 弦 所 在 的 直线 的 方向 是 二 次 曲面 的 非 渐 近 方向 . 
现在 来 考察 一 族 平行 弦 的 中 点 轨迹 . 
命题 4.6.1 ”二 次 曲面 的 一 族 平 行 弦 的 中 点 所 成 的 轨迹 在 一 个 平面 上 . 
证 明 设 X:Y:2Z 是 二 次 曲面 S 的 任意 一 个 非 渐 近 方向 . 任 取 沿 方向 了 X:Y:2Z 
的 一 条 弦 MiM2 , 则 依 (4.5.4) 式 ,MiM; 的 中 点 坐标 满足 下 列 方程 
XFICzyy,z)+TYF2Czyz)+ZF3aCzyyz)=0. (4.6.1) 
将 土 式 展开 整理 ,得 
(allXT+alizY+ai3Z)Zz+(ali2zXt+a2z+a2zZ)y+(ai3X+a23Y+as3Z)z 
+(al4X+azyY+asZ)=0， 
即 
BX,Y,Z)zr+t BX,Y,Z)y+ BAX,Y,Z)z+ BX,Y,Z)=0. 
(4.6.2) 
由 于 
OB(X,Y,Z)= XB (X,Y,2)+ YB(X,Y,2) + 2B,(X,Y,Z), 
所 以 @B(X,Y,Z),G2(X,,Z),G3(X,Y,Z) 不 全 为 零 .(4.6.2) 式 及 (4.6.1) 式 
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为 三 元 一 次 方程 ,表示 一 个 平面 . 

定义 4.6.1 二 次 曲面 沿 非 渐 近 方向 X:Y:Z 的 所 有 平行 弦 中 点 所 在 的 平面 
叫做 二 次 曲面 共 轿 于 方向 X:Y:2 的 径 面 . 

从 径 面 方程 (4.6.1) 容 易 看 出 ,如 果 二 次 曲面 有 中 心 ,那么 它 一 定 在 任何 一 个 
径 面 上 .因此 我 们 有 

推论 4.6.1 ”中 心 二 次 曲面 的 任何 径 面 必 通过 它 的 中 心 ; 线 心 二 次 曲面 的 任 
何 径 面 通过 它 的 中 心 直 线 ; 面 心 二 次 曲面 的 径 面 与 它 的 中 心平 面 重合 . 

如 果 方 向 X:Y:Z 为 二 次 曲面 的 渐 近 方向 ,那么 平行 于 它 的 弦 不 存在 .假若 
$B:(X,Y,Z)(i=1,2,3) 不 全 为 零 ,那么 方程 (4.6.2) 仍 表示 一 个 平面 .为 方便 起 
见 ,我们 把 这 个 平面 叫做 共 绒 于 渐 近 方向 XX:Y:Z 的 径 面 . 

定义 4.6.2 ”假如 二 次 曲面 的 渐 近 方向 X:Y:2Z 满足 

Ci(X,Y,Z)=0， 
jeecrara (4.6.3) 
G3(X,Y,Z)=0， 
那么 X:Y:2 叫做 二 次 曲面 的 奇异 方向 ,简称 为 奇 向 . 

这 时 ,方程 (4.6.2) 不 表示 任何 平面 ,因此 无 共 罗 于 奇 向 的 径 面 可 言 . 

由 (4.6.3) 式 以 及 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 易 得 下 列 命题 . 

命题 4.6.2 ”二 次 曲面 有 奇 向 的 充 要 条 件 是 73 =0. 

由 此 可 知 ,只 有 中 心 二 次 曲面 才 没 有 奇 向 . 

命题 4.6.3 ”二 次 曲面 S 的 奇 向 平行 于 S 的 任意 径 面 . 

证 明 设 Xo:Yo:Zo 是 S 的 奇 癌 , 则 更 (Xo,Yo,Zo)=0,1=1,2,3. 任 取 S 
的 一 个 径 面 

x: BI(KX,Y,Z) r+ BA(KR,Y,Z)y+ BAX,Y,Z)z+ BA X,Y,Z)=0. 
因为 

XoBi(KX,Y,Z)+ YoB, (X,Y,Z)+ ZoBA( X,Y,2) 

= Xo(anX+arzY+ay32)+ Yo(a1rX + a Y + a2) 
+ Zo(a13X+axY + a2) 

=X(aiiXo+ ai2zYyo+al3Zo) + Y(a12Xo + a2 Yo+ a2320) 
+ Z(a13Xot az3 Yo + a3320) 

= XB1( Xo, Yo, 2Z0) + YB,( Xo, Yo,Z0) + ZB3( Xo, Yo,Zo)=0， 

所 以 二 次 曲面 的 奇 向 Xo, Yo, Zo 平行 于 S 的 任意 径 面 . 
例 4.6.1 求 单 叶 双 曲 面 


的 径 面 . 
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解 和 所 以 没有 奇 向 . 任 取 方 向 六 :了 :2Z, 有 
PI(X,Y, Z) = 元 i, Da(X,Y, 2)= 广 ， 


Bs(X,Y,2)= -与 ， BA( X,Y,2)=0. 


据 (4.6.2) 式 , 单 叶 双 曲面 共 恩 于 方向 X:Y:Z 的 径 面 方程 为 
> 
et 
显然 它 通过 曲面 的 中 心 (0,0,0). 
对 于 中 心 二 次 曲面 来 说 ， 通过 南面 中 心 的 任何 平面 都 是 径 面 ( 留 作 习题 ). 


例 4.6.2 求 本 图 殷 物 面 2 + 三 =2z 的 径 面 . 
解 、 椭 圆 抛物 面 是 无 心 曲 面 ， 所 自首 向 - 因 尖 
Bi(X,Y,Z)= 分 ， @2(X,Y,Z) = 六 ， 63(X,Y,Z)=0， 


因此 奇 向 为 0:0:1. 任 取 非 奇 方向 X:Y:Z. 由 于 @64(X,Y,Z)= -2Z, 所 以 共 恩 于 
方向 X:Y:2Z 的 径 面 方 程 为 


X Y 
一 一 十 -一 = 一 


显然 它 平行 于 奇 向 0:0:1. 

现在 我 们 来 讨论 一 类 重要 的 径 面 . 

定义 4.6.3 ”如 果 二 次 曲面 的 径 面 垂直 于 它 所 共 轿 的 方向 ,那么 这 个 径 面 就 
叫做 二 次 曲面 的 主 径 面 . 

显然 主 径 面 是 二 次 曲面 的 对 称 平面 .下 面 介 绍 如 何 求 二 次 曲面 的 主 径 面 . 

假设 平面 x 是 二 次 曲面 S 的 主 径 面 , 它 所 共 上 的 方向 为 X:Y:Z. 依 4.6.2) 
式 ,z 的 方程 为 

BX,Y,Z) r+ BA(X,Y,Z)y+ BAX,Y,Z)z+ BA X,Y,Z)=0. 
因为 X:Y: 2 与 平面 x 垂直 ,因而 与 x 的 法 向 (@1 (X,Y,2Z),®@2(X,Y,2Z), 
53(X,Y,Z)) 共 线 , 于 是 有 
BI(X,Y,2) P(X,Y,Z)_ 93(X,Y,Z) 
x Y Z ， 


令 比值 为 4, 则 


G2(X,Y,Z)=AXY， 


[orn 
BAX,Y,Z)=AZ, 


写成 矩阵 形式 ,有 
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A*lY|=X 


? 


X 
Y 
Z 


X 
Y 
Z 


这 就 是 原来 的 (4.2.3) 和 (4.2.4) 两 个 式 子 . 


注意 B,(XX,Y ,2Z)(i=1,2,3) 不 全 为 零 ,因此 4 关 0. 由 此 可 知 ,X:Y:Z 是 对 
应 于 二 次 曲面 非 零 特征 根 X 的 一 个 主 方向 ,并 且 X:Y:2Z 还 是 曲面 S 的 一 个 非 渐 
近 方 向 ,这 是 因为 


BX,Y,2)= XB (X,Y,2)+ YB(X,Y,Z)+28(X,Y,Z) 
=A(X?+ Y2+ 2Z2) 天 0. 

由 于 二 次 曲面 的 三 个 特征 根 不 全 为 零 ,内 此 我 们 有 

命题 4.6.4 ”二 次 曲面 至 少 有 一 个 主 径 面 . 


为 求 二 次 曲面 的 主 径 面 ,首先 解 特征 方程 求 特征 根 ,然后 将 非 零 特征 根 代 入 方 
程 组 (4.2.3) 或 (4.2.4) 求 出 主 方向 .我 们 把 这 样 的 主 方向 叫做 非 奇 主 方向 ,最 后 将 
非 奇 主 方向 X:Y:Z 代 和 人 (4.6.1) 式 或 (4.6.2) 式 便 得 到 与 其 共 罗 的 主 径 面 方程 . 


读者 不 难看 出 ,二 次 曲面 的 奇 向 是 对 应 于 特征 根 为 零 的 主 方向 .于 是 我 们 可 以 
给 出 二 次 曲面 主 方向 这 一 概念 的 一 个 等 价 说 法 : 
二 次 曲面 的 主 方向 或 为 二 次 曲面 的 主 径 面 的 法 向 ,或 为 二 次 曲面 的 奇 向 . 
例 4.6.3 求 下列 二 次 曲面 的 主 方向 和 主 径 面 , 写 出 曲面 的 简化 方程 并 求 出 
方程 化 简 所 用 的 直角 坐标 变换 : 
(1) z2? 十 办 +5z2 一 6xzy 一 2zz+2 双 -6z+6y-6z+10=0; 


(2) 3z2 二 办 +3z2 一 2zy 一 2zz 一 2 和 +4z+14y 二 4z -23=0, 
解 (1) 二 次 曲面 的 矩阵 


2 1 
= 9 二 为 
Ns -1 1 5 -3 
3 3 二 人 协 
Le B=0 B== 


1s= 一 36. 
特征 方程 为 =13+742-36=0, 特 征 根 =6,3, 一 2. 


41 二 6 对 应 的 主 方向 有 1: m:n1= 一 1:1:2, 将 它 代 入 (4.6.1) 式 或 (4.6.2) 式 
并 化 简 ,得 到 共 轿 于 这 一 主 方向 的 主 径 面 方程 为 -+ y+2z=0; | 

42 二 3 对 应 的 主 方向 22: m2:n2=1:( 一 了) :1, 与 它 共 纯 的 主 径 面 方程 为 x 一 y 
+z—3=0; 


A3= 一 2 对 应 的 主 方向 53: m3: n3 二 1:1:0, 与 它 共 轿 的 主 径 面 方程 为 z+ y=0. 
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因为 13 关 0, 曲 面 是 中 心 二 次 曲面 .利用 不 变量 立即 可 写 出 它 的 简化 方程 为 
6r“*+3y*—-2z2+1=0, 
标准 方程 则 为 


这 是 一 个 双 叶 双 曲 面 . 

为 找 出 方程 化 简 所 使 用 的 直角 坐标 变换 ,可 以 先 移 轴 ( 参 看 例 4.$.$) 再 转轴 
(参照 例 4.2.1) , 留 给 读者 完成 .下面 我 们 介绍 另 一 种 方法 : 找 三 个 对 称 平面 ( 即 中 
心 二 次 曲面 的 主 径 面 ) 作 为 新 坐标 系 中 的 三 个 坐标 平面 . 

将 和 1=6 对 应 的 主 方向 作为 z“ 轴 方向 , 且 对 应 的 主 径 面 为 yOz“ 面 , 即 x = 
0, 它 在 原 坐 标 系 中 的 方程 为 -x+y+2z=0. 42=3 与 43= -2 对 应 的 主 方向 分 
别 为 y 轴 和 xz’ 轴 的 方向 , 且 对 应 的 主 径 面 分 别 为 y =0,z =0, 它 们 在 原 坐 标 系 中 
的 方程 分 别 是 

XxX-y+z—3=0, xX+y=0. 
然后 将 这 些 主 径 面 的 法 向 量 单位 化 ,就 得 到 右手 直角 坐标 变换 


(省 略 的 某 些 细 节 请 读者 补 述 ) 解 出 xz,y,z 得 


Ll 


Zn eg 
一 Zz 十 二 y + 
所 ”机 : 


er 


de 
I 
这 就 是 方程 化 简 所 用 的 直角 坐标 变换 . 

(2) 二 次 曲面 的 矩阵 
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特征 方程 为 -13+712-121=0, 特 征 根 为 4,3,0. 

通过 计算 得 到 : 

AM1=4 对 应 的 主 方向 1:mi:n1=1:0:( 一 1), 与 它 共 罗 的 主 径 面 为 x 一 z=0; 

2=3 对 应 的 主 方向 /2 :rz:nz=1:(-1):1, 与 它 共 恩 的 主 径 面 为 工 -y+ 
z—1=0; 


X43=0 对 应 的 主 方向 13: m3:n3=1:2:1, 它 是 奇 向 ,与 之 共 思 的 径 面 不 存在 . 
因为 13=0,I4 关 0, 曲 面 是 无 心 曲 面 .利用 不 变量 写 出 它 的 简化 方程 为 
4r2+3y?2+6V6z’=0, 
其 中 “+ ”号 依赖 于 新 坐标 轴 方 向 的 选取 . 下面 求 坐标 变换 并 进一步 确定 简化 方程 
中 的 “ 土 ”" 号 . 


从 得 到 的 三 个 主 方向 知 ,向 量 (1,0, - 1) ,(1, -1,1),(1,2,1) 构 成 左手 系 , 那 
么 (1,0, -1),( 一 1,1, -1),(1,2,1) 构 成 右手 系 , 取 它 们 的 单位 向 量 

fl. NY moo de a 

r= ( 方 0, 万) 站-(- 育 涌 本 ) 


3 V6V6V6 
分 别 为 zx’ 轴 ,y 轴 ,zx 轴 的 方向 ,因而 对 应 的 主 径 面 


Xx-z=0, —zxt+y-z+1=0 


分 别 为 yO'>“ 面 与 xzO'x“ 面 . z 轴 的 方程 为 
后 一 之 =0, 
一 人 0: 


求 出 z“ 轴 与 曲面 的 交点 (1,1,1) ,以 此 点 为 新 坐标 系 的 原点 ,从 而 所 作 的 右手 直角 
坐标 变换 为 


a EM 1 
V2 V3 6 
1 
2 0 到 3 “| 十 
2 V3 V6||1>” 1 
_1 1 1 


ps 2 V3 /6 2 1 
将 它 代入 曲面 方程 , 便 得 到 简化 方程 


4r*+3y*+6Y6z’ =0， 
这 表示 椭圆 抛物 面 . 
注 “ 对 于 非 中心 二 次 曲面 的 化 简 ,坐标 变换 可 先 转轴 再 移 轴 . 就 移 轴 而 言 ,对 


于 线 心 和 面 心 曲面 则 可 任 取 一 中 心 作为 新 的 坐标 原点 ;对 无 心 曲面 我 们 选取 曲面 
的 顶点 ( 即 对 称 轴 与 曲面 的 交点 ) 作 为 新 的 坐标 原点 . 


习 题 4.6 
1. 求 下 列 二 次 曲面 的 奇 问 : 
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(1) Sx*+2x2+2z*~2ry+2rz-4y—4y-4z+4=0; 
(2) 9z2 -4 办 一 91z2 十 l8zxy -40yz — 36=0; 
(3) z+ y+4z2+2ry—4rzz—4y -4rT-4y+8z=0. 
2. 已 知 曲面 x?+2y 一 z2: 一 2xy 一 2xz 一 2yz 一 4X 一 7=0, 求 与 方向 1:( 一 1):0 共 M 的 径 面 
方程 . 
3. 已 知 曲 面 6x*+9y + xz?+6zxy 一 47xz 一 2y-3=0, 求 平行 于 平面 zx+3y- zx+S=0 的 径 
面 和 与 它 共 绒 的 方向 . 
4. 求 下 列 二 次 曲面 的 主 方向 与 主 径 面 , 写 出 曲面 的 简化 方程 以 及 所 使 用 的 直角 坐标 变换 . 
(1) x*+ y+5z2 -6ry-2xz+2yz -6r+6y-6z+10=0; 
(2) 2rxy + 2rz +2yz +9=0; 
(3) 2y -2xry -2y+2rz+2z+y-3z—5=0. 
5. 证 明 : 过 中 心 二 次 曲面 的 中 心 的 任何 平面 都 是 径 面 . 
6. 求 下 列 三 个 二 次 曲面 的 公共 径 面 : 
z2+ 吧 +z2 一 2z+4y 一 11=0， 
3y.+4xzy—-2zxz+6z+5=0, 
6r*—3y +2z2*+4ry-8rz—4r+4y—5=0. 
7. 二 次 曲面 通过 点 (0,0,0),(1, 一 1,1),(0,0,1) ,并 且 主 径 面 是 下 列 三 个 平面 :x+y+ z= 
0,2x 一 y 一 z=0,y 一 z+1=0, 求 这 个 曲面 的 方程 . 


4.7 二 次 曲面 的 切线 和 切 平面 


本 节 对 4.5 节 内 二 次 曲面 与 直线 的 相关 位 置 中 的 两 种 情形 继续 讨论 . 
假定 二 次 曲面 S 的 方程 为 
F(z,y,z)=alz +ayy +az +2a12xy +2a137z + 2a23yz 
+2alar +2amy t+2asz + aa4=0, 
过 点 Po(zo,yo,zo)ES, 以 X:Y:Z 为 方向 的 直线 ; 的 方程 为 
并 二 0 十 人 zt， 
y= y+ Yt, (4.7.1) 
z= zot+ 2t. 
设 X:Y:Z 为 曲面 S 的 非 渐 近 方 向 .如 果 直 线 /1 与 曲面 S 有 两 个 相 重 的 实 交 
点 ,我 们 把 ! 叫做 S 的 一 条 切线 ,重合 交点 Po 称 为 切 点 .倘若 X:Y:2 为 S 的 渐 
近 方 向 , 且 / 整个 在 曲面 S 上 , 即 : 为 S 的 一 条 母线 ,这 时 也 把 直线 ! 叫做 曲面 S 
的 一 条 切线 ,! 上 的 每 一 点 都 可 看 作 切 点 .而 ! 与 S 有 两 个 重合 实 交 点 当 且 仅 当 
BX,Y,Z)A0, XFI(zo,yozo)+ YF2z(zo,yo,z0)+ZFa(zo,yo,zo)=0， 
/在 S 上 当 且 仅 当 
P(X,Y,Z)=0, XFICzo,yoy,zo)+ YF,(xo, yo0,z0) + ZF3(x0, Yo, z0)=0, 
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因此 过 点 PoE S 的 直线 1 是 曲面 S 的 切线 当 且 仅 当 
XFI(zo,yoyzo) + YF,( xo, yo0, 20) +ZF3a(zo,yo,z0)=0. (4.7.2) 
下 面 假定 Fi( zo, yo,z0)(i=1,2,3) 不 全 为 零 .为 方便 起 见 ,给 出 如 下 定义 . 
定义 4.7.1 设 点 Pi(zo,yo,zo) 在 二 次 曲面 S 上 ,因而 F(zxo, yo,z0)=0. 
如 果 F(zxo,yo,zo)(i=1,2,3) 不 全 为 零 , 那 么 点 Po(zo,yo,zo) 叫 做 二 次 曲面 S 
的 正常 点 ,否则 叫 奇异 点 (简称 奇 点 ). 
由 直线 / 的 方程 (4.7.1) 立 即 得 到 
X:Y:Z=(x -xo):(y— y0):(z— zo0), 
代 人 (4.7.2) 式 ,得 
(zx— zxo)Fi(ro,y0,z0) + (y— yo)F(ro, yo0,20) + (z— zo)F3(xo, yo0,z0)=0. 
(4.7.3) 
假定 Po( xo, yo,z0) 是 曲面 S 的 正常 点 ,那么 F(xz0,yo,z0)(i=1,2,3) 不 全 为 零 ， 
(4.7.3) 式 是 一 个 三 元 一 次 方程 ,这 表示 通过 曲面 S 上 的 点 Po(zo,yoy,zo) 的 所 有 
切线 构成 一 个 平面 . 
定义 4.7.2 ”通过 二 次 曲面 S 上 的 正常 点 Po 的 所 有 切线 组 成 的 平面 叫做 曲 
面 S 在 点 Po 处 的 切 平面 ,点 Po 叫 切 点 .并 把 过 点 Po 且 与 该 点 处 的 切 平面 垂直 的 
直线 叫做 二 次 曲面 在 点 Po 处 的 法 线 . 
命题 4.7.1 ”如果 点 Po(zo,yo,zo) 是 二 次 曲面 S 的 正常 点 , 则 S 在 点 Po 处 
的 切 平面 方程 为 (4.7.3). 
利用 等 式 
F(x,y,2)= xFi(r,y,2) + yFo(x,y,2) + zFs(T,y,2) + Fax,y,z) 
还 可 以 把 (4.7.3) 式 改写 成 
XzFi(xo, Yo,z0) + yF2( x0, 0,20) + zF3(xo,y0,20) + Fa( xo, 0,z0)=0. 
推论 4.7.1 二 次 曲面 S 在 正常 所 Po(zo,yo,zo) 处 的 切 平面 方程 为 
Qi1X0 并 十 Q22307 十 Q33Z0Z 十 QI12(Z93 十 7y0Z) 二 Q13(4Z0z 十 zx0Z) 十 Q23(y0z 十 
z0y) + ai4(Zzo+ 工 )+ az4(yo+y)+a3s4(zo+z)+a44=0 (4.7.4) 
或 
Z0 
(xz,y,z,1)A 0 =0. 
Z0 
1 
例 4.7.1 椭 球 面 或 双 曲 面 az? + by + cz =1(abc 关 0) 上 的 点 Po(zo,yo， 
z0) 处 的 切 平面 和 法 线 方程 分 别 为 


QZ0 垃 十 byoy+ czoz=1 
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A 


, QZ0 byo CZ0 | 
例 4.7.2 求 平面 x:lrt+myt+nz=p 与 椭 球 面 或 双 曲 面 ax?+ by’*+ cz*:=1 
(ac 天 0) 相 切 的 充 要 条 件 . 
解 ” 设 平面 x 与 已 知 曲面 相 切 , 切 点 为 Po(zo,yo, zxo). 由 例 4.7.1 知 ,曲面 
在 点 Po 的 切 平 面 为 
axrox + byoy + czoz=1, 
它 与 平面 x 重合 的 充 要 条 件 是 


l m n 


即 
ss _m Es 
Z0 ap? bp’ 之 0 一 


即 


这 就 是 所 要 求 的 条 件 . 
下 面 讨 论点 Po 不 在 曲面 S 上 的 情形 ,这 时 过 点 Po 的 切线 不 可 能 在 S 上 , 因 
此 过 点 Po(zo,yo,zo) 的 直线 为 曲面 S 的 切线 的 充 要 条 件 是 
G(X,Y,Z)A0, 
[onic + YF2(x0, 0, 20) + ZF3( xo, y0, z0)] 
— BB(X,Y,Z): F(xo, yo0,20)=0. 
因 对 1 上 的 任意 点 (xz,y,z), 均 有 
(zxz—-xo):(y— yo0):(z— 2z0)=X:Y:Z, 


代 人 上 式 中 得 
[(zx— zo)Fi(zo, Yo, 20) + (y— y0) F(xo, y0, 20) + (z — zo0) F(xo, Yo, 
z0)] :~ Br— zro,y— yo — zo) F(xo, yo0, 20)=0, (4.7.5) 


这 是 关于 x 一 x6,y 一 y0,z 一 zo 的 二 次 齐 次 方程 ,表示 以 Po 为 顶点 的 二 次 锥 面 
(可 能 是 虚 锥 面 ), 称 为 二 次 曲面 S 的 切 锥 面 . 

例 4.7.3 已 知 球面 xz?+ y+ z*=4, 求 以 (0,0,3) 为 顶点 的 切 锥 面 方程 . 

解 ” 设 过 点 (0,0,3) 的 直线 为 
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r= Xt, 
| (4.7.6) 
z=3+2t. 
代 人 球面 方程 ,得 
(X2+Y2+2Z2)12+62Z+5=0. (4.7.7) 


直线 (4.7.6) 与 球面 相 切 的 条 件 是 方程 (4.7.7) 有 重 根 ,于 是 
(3Z) -SCX2+ Y?2+22)=0, 
即 
SX2+SY2 -422=0. (4.7.8) 
从 (4.7.6) 式 及 (4.7.8) 式 中 消去 X,Y,Z ,得 
Sz2+5 办 -4(z 一 3) =0， 
这 就 是 所 求 的 切 锥 面 方程 . 
注 本题 可 直接 利用 切 锥 面 方 程 (4.7.5) 来 作 . 


习 题 4.7 


1. 求 二 次 曲面 z? 一 + xz2+zxy+2zxz+4yz 一 T+ y+ z+12=0 在 点 (1, -2,1) 处 的 切 平 
面 和 法 线 方 程 . 
2. 求证 平面 8x -6y- zx-S$=0 与 抛物 面 


相 切 ,并 求 切 点 坐标 . 
3. 求 椭 球 面 


| 2 
的 切 平面 ,使 它 平行 于 平面 2x +2y+ z+5=0. 
4. 求 曲面 4z?+6y +4z:+4zxz 一 8y 一 4z+3=0 的 切 平面 ,使 它 平行 于 平面 x+2y+5=0. 
5. 求 通过 直线 | 


并 且 与 曲面 4x*+6y +4z*+4zz 一 8y4z+3=0 相 切 的 平面 . 
6. 求 通过 原点 并 且 与 曲面 xz -2 -2y+4z-3=0 相 切 ,又 与 直线 


wh NR a: 


2 | 


相交 的 直线 方程 
7. 从 原点 向 曲面 = = azy(a>0) 的 切 平面 作 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 方程 
8. 从 原点 向 枉 球 面 
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的 切 平面 引 午 线 ,求生 足 的 轨迹 方程 . 
9. 给 定 球面 z*+ y+ xz? 一 14x 一 2z+34=0, 求 以 点 (2,1,1) 为 项 点 的 切 锥 面 方程 . 
10. 试 证 中 心 二 次 曲面 ( 除 锥 面 外 ) 的 切 平面 平行 于 切 点 与 中 心 连 线 方 向 的 共 堪 径 面 . 
11. 求 二 次 曲面 xz? 一 3y + z* 一 2=0 上 其 有 方向 1:2:2 的 切线 的 轨迹 . 


4.8 平面 二 次 曲线 


3.5 节 研 究 由 标准 方程 给 出 的 二 次 曲面 的 形状 时 ,采用 所 谓 平行 截 割 法 ,就 是 
用 一 组 平行 平面 来 截 割 一 个 二 次 曲面 ,从 这 些 截 口 ( 即 曲面 和 平面 的 交 线 ) 的 形状 
来 识别 曲面 的 形状 .应 用 这 一 方法 于 一 般 二 次 曲面 ,首先 想 知 道 用 平面 去 截 曲 面 得 
到 什么 样 的 截 线 . 
设 二 次 曲面 S 的 方程 为 
alz +apy +asz +2a2ry +2a13rz + 2a73y 
Fab 2 yt bn ea0 (4.8.1) 
首先 用 平面 z=0 去 截 曲面 S. 如果 交 集 非 空 ,那么 交 线 方程 为 
全 t+apy +2a12ry+2b1x+2b2y+ c=0, 
z=0. 
一 般 来 说 它 表示 xOy 平面 上 的 一 条 二 次 曲线 .除非 all = alz = az =0, 交 线 才 可 
能 变 为 直线 . 
其 次 ,考虑 用 任 一 平面 ar + By + Yz + d =0(a*+ 户 +7? 关 0) 去 截 二 次 曲面 
S. 由 例 4.1.3 知 ,任意 平面 方程 都 可 以 经 过 直角 坐标 变换 化 成 > = 0. 而 方程 
(4.8.1) 式 经 过 这 一 坐标 变换 后 形式 不 变 , 即 仍 为 x ,y ,x 的 三 元 二 次 方程 , 故 它 
与 z =0 的 交 线 一 般 是 二 次 曲线 .因此 我 们 得 到 下 面 的 结论 :任意 平面 截 二 次 曲 
面 , 截 线 一 般 为 二 次 曲线 . 
下 面 我 们 在 xOy 平面 上 讨论 二 次 曲线 卫 , 设 它 的 方程 为 
f(x,y)=anzr +2a2ryt+awy +2b1r t+2b2y+ ce 
ail ai2 bi 
=(x,y,1) a22 02 
bi b2 C 


TX 


了 
1 


三 人 (4.8.2) 


记 
rz- 人 (人 


Q12 CQ22/ \Y 


又 记 
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a a12 bi 
A=|al2 az 6202 
pp pb 5c 
它们 分 别称 为 二 次 曲线 f(z,y)=0 和 p(z,y) 的 矩阵 . 

利用 和 矩阵 乘法 ,定义 zx,y 的 函数 万 (z,y),P(z,y),F(z,y) 如 下 : 


Clil 412 
a 可 
Ci2  C22 


fi(z,y) au a12 bil(zx alx +a1y+ ob 

f(x,y) -| Q22 y|=|arz+awy + 6,|, 

(zy) b! pb cjJ\l 并 +D27y 十 5 
这 样 又 有 表达 式 


f(x,y)= xfi(x,y) + yfa(r,y) + f(r,y). 
实施 平面 直角 坐标 变换 化 简 一 般 二 次 曲线 方程 (4.8.2) ,最 要 紧 的 是 消去 方程 
(4.8.2) 中 的 交叉 项 , 即 zy 项 ,这 自然 想到 旋转 变换 . 由 于 曲线 (4.8.2) 是 曲面 
(4.8.1) 被 平面 z =0 所 截 的 截 线 ,因此 zOy 平面 上 绕 原 点 的 旋转 变换 对 应 于 空间 
绕 z 轴 的 旋转 变换 . 设 在 平面 x=0 上 绕 原 点 O 旋转 0 角 , 将 坐标 系 xOy 变 为 新 
坐标 系 zx"Oy , 则 转轴 公式 为 
Z = 一 cos0 一 ysin0， 
Re (9 
而 一 般 的 平面 直角 坐标 变换 公式 是 
X=x C0s0— y sinb + xo, 
i 
4.8.1 二 次 曲线 方程 的 化 简 与 分 类 
记 
全 ee 
sin0 cos0 
6T=(b1,62), XI=(z,y)，x '=(z’,y ), 
则 公式 (4.8.3) 可 写成 x= Tx’, 将 它 代入 方程 (4.8.2) 得 新 方程 


sR De | , x 
S Sr 1I 八 7 ch\o ji 


TIA*T Ti6\/x’ 
和 | | | j=°. 
© ) iT C 1 


TTA* 械 是 实 对 称 矩 阵 , 它 是 新 方程 的 二 次 项 部 分 g(x ,y ) 的 矩阵 .由 它 可 求 得 


即 
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新 方程 的 交叉 项 系数 的 一 半 为 
(az — alil)singcosg+ aliz(cos20 一 sin20) 


= 六 (oz 二 
因此 当 als 关 0 时 ,新 方程 的 交叉 项 系数 为 零 的 充 要 条 件 是 


Gil™ 422 
cot20 二 一 一 竺 ， 


2a12 
选取 0 满足 上 式 , 则 新 方程 成 为 


aliz +ayy +2b1x +2b2y +c=0. 


例 4.8.1 作 转 轴 消 去 二 次 方程 
Sz2+4xzy+2 人 办-24z 一 12y+18=0 


的 交叉 项 . 
解 ”选取 转角 0 使 它 满足 
“9-32 和 
即 
1-tan0_ 3 
2tan0 4° 
解 方程 


2tan20+3tan0 一 2=0， 


得 tan6= 才 或 -2. 取 tang=D 方 9, 且 取 0 为 锐角 , 则 
sin0 一 广 ， cos0 = 二. 
转轴 公式 为 


ye +2y )， 
代入 原 方程 ,化 简 整 理 得 新 方程 为 


6z“2+y 一 12VSz +18=0. 
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(4.8.4) 


对 于 转轴 后 的 新 方程 , 因 不 含 交 又 项 可 通过 配方 再 作 移 轴 , 进 一 步 化 简 为 最 简 


形式 . 


定理 4.8.1 平面 上 的 二 次 曲线 方程 (4.8.2) 经 过 平面 直角 坐标 变换 可 以 化 


@ 如 果 取 tan0= -2, 同 样 可 消去 zy 项 . 
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简 为 下 面 的 三 个 简化 方程 之 一 : 


(1) ailz2+a2 办 +c=0， Cl11C2250; 
(2 ) awy +2bix=0, 22251 天 0; 
(3) az 办 +c=0， a22 天 0. 


并 且 二 次 曲线 A 和 它们 的 标准 方程 如 下 : 


3 > -1=0, 椭 贺 ; 
=0, 虚 椭圆 ; 
沁 =0 , 交 于 一 点 的 二 条 虚 直 线 ; 


=0, 双 曲线 ; 


Hsu 


5 =0, 一 对 相交 直线 ; 


@ 交 -22pz =0, 抛 物 线 ; 

@ 交 -a2=0, 一 对 平行 直线 ; 
办 +a2=0, 一 对 虚 平行 直线 ; 
@ y=0, 一 对 重合 直线 . 

证 明 留 作 习 题 . 


4.8.2 ”二 次 曲线 的 中 心 、 主 方向 与 主 直径 


我 们 知道 ,椭圆 、 双 曲线 有 对 称 中 心 并 且 有 两 条 对 称 轴 , 而 抛物 线 没 有 对 称 中 
心 且 只 有 一 条 对 称 轴 . 那 么 如 何 从 一 般 二 次 曲线 方程 判别 曲线 有 没有 对 称 中心 和 
对 称 轴 ? 如 果 有 ,又 如 何 求 出 它们 呢 ? 类 似 于 二 次 曲面 的 讨论 ,我 们 从 研究 直线 与 
二 次 曲线 相交 问题 人 手 , 这 里 所 说 的 直线 限制 在 xOy 平面 上 .过 点 (zo,yo) 且 具有 
方向 X:Y 的 直线 1 的 参数 方程 为 
立 一 0 十 Xr 
J (4.8.5) 
将 它 代 人 方程 (4.8.2) ,经 整理 得 
p(X,Y)t+2(Xfi(xo, y0) + Yfo( xo,y0))t + f(xo,y0)=0. (4.8.6) 
当 方向 X:Y 满足 条 件 
p(X,Y)=anX+2a12XY + a Y*=0 
时 ,直线 ! 与 二 次 曲线 卫 或 者 只 有 一 个 实 交点 ,或 者 没有 交点 ,或 者 直线 ! 全 部 在 
曲线 和 卫 上 ,成 为 二 次 曲线 的 一 个 组 成 部 分 . 
定义 4.8.1 满足 条 件 P(X,Y)=0 的 方向 X:Y 叫做 二 次 曲线 卫 的 渐 近 方 
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向 ,否则 叫做 非 渐 近 方向 . 
不 难看 出 ,二 次 曲线 的 渐 近 方向 最 多 有 两 个 . 令 


_lal 212 
和 


Q12 422 
(1) 忆 >0, 二 次 曲线 下 的 渐 近 方向 是 一 对 共 斩 的 虚 方 向 ,了 称 为 椭圆 型 曲线 ; 
(2)T<0, 卫 有 两 个 实 渐 近 方向 ,了 称 为 双 曲 型 曲线 ;(3) 7 =0, 了 有 一 个 实 渐 近 方 
问 一 Ql2:QG1i 一 a22:( Es a12) wl 叫做 抛物 型 曲线 . 因此 二 次 曲线 按 其 渐 近 方向 可 分 
为 三 种 类 型 .显然 ,二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 有 无 穷 多 个 . 
如 果 直 线 ! 的 方向 X:Y 是 二 次 曲线 一 的 非 渐 近 方向 , 即 有 p(X,Y) 天 0, 那 
么 直线 ! 与 网线 卫 总 交 于 两 个 点 (两 不 同 实 的 ,两 重合 实 的 或 一 对 共 轿 虚 的 ) .我 们 
把 由 这 两 点 决定 的 直线 段 叫 做 二 次 曲线 的 一 条 弦 . 
定义 4.8.2 点 C 称 为 二 次 曲线 下 的 一 个 中 心 ,如 果 和 也 上 任意 一 点 关于 C 的 
对 称 点 也 在 忆 上 . 
定理 4.8.2 点 C(zo,yo) 是 二 次 曲线 卫 的 中 心 , 当 且 仅 当 
人 =anzxot+awyot+ b1=0, 
2(zo,yo)=alizzo+a22y0+ b=0. 


证 明和 留 作 习题 . 
中 心 方程 组 
Ptzyy)=az+a2y+pl=0， 
.8.7 
a (4.8.7) 
的 系数 矩阵 与 增 广 矩 阵 分 别 为 


六 二 病名 . at2 一 了 


a12 Qa22 ai2 a2 -bz 
它们 的 秩 分 别 记 为 r(A* ) 和 xr(8B), 那 么 
(1) 当 r(4A")=7r(B)=2 时 , 即 rN 方程 组 (4.8. 因而 下 


有 惟一 中 心 , 称 为 中 心 二 次 曲线 .例如 本 图 区 5 二 = 工 和 双 曲 线 2 - i 


(2) 当 7r(A*)=r(B)=1 时 ,方程 组 (4.8， 二 国志 多 鸯 一 类 各 人 
线 ,此 时 卫 叫 做 线 心 二 次 曲线 .例如 卫 为 二 平行 直线 . 

(3) 当 7r(A*) 天 r(B) 时 ,方程 组 (4.8.7) 无 解 , 即 卫 无 中 心 , 称 卫 为 无 心 二 次 
曲线 . 例如 抛物 线 交 =2z. 

无 心 曲线 与 线 心 曲线 统称 为 非 中 心 二 次 曲线 . 

命题 4.8.1 Re 曲线 的 充 要 条 件 是 I, 隆 0; 二 次 曲线 为 非 中 心 曲 
线 当 且 仅 当 五 = 


4.8 平面 二 次 曲线 。 165 ， 


定义 4.8.3 Gap 
例如 y= 十 Dy 是 双 曲 线 攻 =1 的 两 条 渐 近 线 . 
命题 4.8.2 二 X:Y 的 一 族 平行 纺 的 中 点 轨迹 在 一 条 
直线 上 ,该 直线 方程 是 
Xfi(x,y)+ Yfa(x,y)=0 (4.8.8) 
或 
pi(X,Y)rx+ p(X, YY)y+ 93(X,Y)=0， (4.8.9) 
其 中 pl(X,Y)=alX+atzYy,opz(X,Y)=ali2zX+azY ,9p3s(X,Y)=IXT+ 
b2Y. 
证 明 留 作 习题 . 
-定义 4.8.4 二 次 曲线 沿 非 渐 近 方向 X:Y 的 所 有 平行 弱 中 点 所 在 的 直线 叫 
做 二 次 曲线 共 二 于 方向 多 :Y 的 直径 . 
从 直径 方程 (4.8.8) 易 见 ,如 果 二 次 曲线 有 中 心 ,那么 它 在 任何 一 条 直径 上 . 
此 有 
推论 4.8.1 中 心 二 次 曲线 的 任何 直径 一 定 通过 曲线 的 中 心 ; 线 心 二 次 曲线 
的 直径 与 中 心 直 线 重合 ; 无 心 二 次 曲线 的 直径 平行 于 曲线 的 惟一 渐 近 方向 
一 al2:at=C22:( 一 al2). 
例 4.8.2 求 抛物 线 交 =2pz(z 天 0) 的 直径 . 
解 令 f(x,y)=y -2px=0, 它 是 无 心 曲线 ,有 惟一 的 浙 近 方 癌 1:0. 又 
f(x,y3)=-p, f(r,y)=y, 
放 共 轮 于 非 渐 近 方向 X:Y( 其 中 Y 和 0) 的 直径 方程 为 
—pX+ Yy=0, 
即 


_XX 
yb 

可 见 抛物 线 y=2px 的 直径 平行 于 渐 近 方向 1:0. 

我 们 把 二 次 曲线 共 斩 于 非 渐 近 方向 X:Y 的 直径 方向 

X“ :YY = 一 (ai2zX+az2zY):(ailX+alzY) (4.8.10) 
叫做 X:Y 的 共 罗 方向 . 问 X“:Y 是 非 渐 近 方向 吗 ? 由 (4.8.10) 式 ,有 
X“ = 一 (alzX+a2zYy)ti，Y=(atX+at2zyYy)z， 上 天 0. 
计算 
p(X ,Y)=au(amX+anpY)t -22a awX tapY)(anX+arY)e’ 
+ax(anX +ar YY) 
=(ananp — ab)(anX: +2a12XY + a Y?) 7? 
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= I,.p(X， Y) £2. 
X:Y 为 非 渐 近 方向 , p(X, Y) 尖 0, 又 zi 尖 0, 因 此 当 [0 即 二 次 曲线 为 中 心 曲 
线 时 ,p(X ,YY ) 关 0; 当 I,=0 即 二 次 曲线 为 非 中 心 曲线 时 , p(X ,Y )=0. 这 说 
明 中 心 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 X:Y 的 共 轿 方向 X': Y 也 是 非 渐 近 方 向 ,而 在 非 
中 心 二 次 曲线 的 情形 则 为 渐 近 方向 . 

由 (4.8.10) 式 得 二 次 曲线 的 非 渐 近 方向 X:Y 与 它 的 共 思 方向 X :Y 满足 下 

列 关系 
QIXX 本 a12( XY + XY).+ C22 YY =0， 
可 见方 向 X:Y 和 XX : Y 是 对 称 的 .对 于 中 心 二 次 曲线 来 说 ,由 这 样 一 对 非 渐 近 的 
共 斩 方向 X:Y 与 X : Y 决定 的 直径 
Xfi(x,y)+ Yfa(x,y)=0 与 Xfi(x,y)+tYf(x,y)=0 
叫做 一 对 共 示 直 径 . 进而 有 下 列 结论 :中 心 A A 古 
轨迹 是 它 的 共 斩 直径 ,这 是 共 鲍 直径 的 几何 意义 . 

定义 4.8.5 ”如果 二 次 曲线 的 直径 垂直 于 它 所 共 饭 的 方向 ,那么 这 条 直径 中 
做 二 次 曲线 的 主 直径 . 主 直 径 的 方向 以 及 垂直 于 主 直径 的 方向 都 叫做 二 次 曲线 的 
主 方向 . 

由 该 定义 ,二 次 曲线 的 每 一 条 主 直径 都 平分 所 有 垂直 于 它 的 弦 , 所 以 是 二 次 曲 
线 的 对 称 轴 . 选 取 主 直径 作为 新 坐标 轴 或 者 说 选取 二 次 曲线 的 主 方向 作为 新 坐标 
轴 的 方向 ,进行 坐标 变换 可 化 简 二 次 曲线 方程 . 

现在 来 求 二 次 曲线 

P:，(z,y)=atz2+2alzzy+a22y +2b1t +2b2y+c=0 
的 主 方向 与 主 直 径 , 分 两 种 情形 讨论 . 

(1) 设 了 为 中 心 二 次 曲线 , 则 与 曲线 的 非 渐 近 方 向 六: Y 共 生 的 直径 方程 为 
(4.8.8) 式 或 (4.8.9) 式 ,该 直径 的 方向 为 - pz(X,Y):92i(X,Y). 如 果 这 条 直径 
是 主 直径 ,那么 

一 92(X,Y)X+OICX Y)Y=0 
或 
piCX,Y) _ ga(X,Y) 
X : 
因此 X:Y 成 为 中 心 二 次 曲线 下 的 主 方向 的 条 件 是 
人 
awrX+a2Y=AY 
成 立 ,其 中 和 天 0. 写成 矩阵 形式 ,有 


(4.8.11) 
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或 
(A* -2E)(y)=°. (4.8.12) 


这 是 一 个 关于 X,Y 的 齐 次 线性 方程 组 ,该 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 4 为 下 
列 方程 
det(A* -AE)=A*—11A+1,=0 (4.8.13) 
的 根 ,其 中 
1 =a t+ a, 12=det4 ”. 

因此 对 于 中 心 二 次 曲线 , 只 要 由 方程 (4.8.13) 解 出 ,再 代 人 (4.8.11) 式 或 
(4.8.12) 式 就 能 求 出 主 方向 . 

(2) 设 了 为 非 中 心 二 次 曲线 , 则 它 的 任何 直径 的 方向 总 是 它 的 惟一 渐 近 方向 

XI:YI= ~a1z:an=an:( ~ a), 

而 垂直 于 它 的 方向 为 
X22: Y= al1:a12= a12:a27, 
所 以 非 中心 曲 线 的 主 方向 为 Xi: Yi 和 X2: Y，. 

如 果 人 允许 (4.8.13) 式 中 的 I,。=0, 则 方程 的 两 根 为 41 =0,42= 了 = a + a 
将 它们 代入 (4.8.11) 式 求 得 的 主 方向 分 别 为 渐 近 主 方向 Xi : Yi 和 非 渐 近 主 方向 
X,Y,. 

定义 4.8.6 方程 (4.8.13) 叫 做 二 次 曲线 醋 的 特征 方程 .特征 方程 的 根 叫 做 
二 次 曲线 的 特征 根 . 

这 样 一 来 ,通过 解 特征 方程 求 出 特征 根 A ,把 它 代 人 (4.8.11) 式 或 (4.8.12) 式 
便 求 得 相应 的 主 方向 .如 果 主 方向 是 非 渐 近 方 向 ,那么 按照 (4.8.8) 式 或 (4.8.9) 式 
就 能 得 到 共 斩 于 非 渐 近 主 方向 的 主 直径 . 

命题 4.8.3 (1) 二 次 曲线 的 两 个 特征 根 都 是 实数 ,而 且 至 少 有 一 个 不 为 零 . 

(2) 二 次 曲线 的 两 个 不 同 的 特征 根 对 应 的 主 方向 相互 垂直 . 

(3) 非 零 特 征 根 对 应 非 渐 近 主 方向 , 零 特 征 根 对 应 的 是 渐 近 主 方向 . 

进而 有 

命题 4.8.4 ”中 心 二 次 曲线 至 少 有 两 条 主 直 径 , 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 条 主 
直径 . 
证 明 留 作 习题 . 


4.8.3 二 次 曲线 的 不 变量 


定理 4.8.3 (1) 二 次 曲线 卫 在 平面 直角 坐标 变换 下 ,有 三 个 不 变量 了, I， 
13 和 一 个 半 不 变量 Kl: | 
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T=aunt a, 及 去 0 
Q12 422 
all Qi12 21 
13=|alz ac22 22z|， Ki= 
pl 5c b> 5c 
pl b> cc 
(2) 当 1,= 1s3=0 时 ,Ki 也 是 不 变量 . 
证 明 ”我 们 仅 证 (1). 将 直角 坐标 变换 公式 改写 为 
并 cosO 一 Sing xzol fx 
y|=|sin0 cos0 yo y| 
1 0 0 1J\1 
并 x 
f(z,y)= (zx,y,1)A|y | 经 坐标 变换 成 为 f(x ,y )=(x ,y ,1)A’|y | ,其 中 
1 1 
all al bi cosg sing 01fai az pfcosg 一 sin0 zo 
A“=|ai a? 62?|=| -sing cos0 | alz a22 b2 区 cosb "| 
b1 b2 cc Z0 >y0 llb pp c 儿 0 0 1 


这 三 个 矩阵 的 乘积 是 新 方程 f(x ,y ) =0 的 矩阵 A .由 行列 式 的 性 质 可 得 [3 = 
1A'|=141= ,因此 I 是 不 变量 . 
而 g(x ,yy ) 的 矩阵 
al! al12 _ /cos0 sing\ al at fcosg 一 sing 
轴 | | 一 sinb i | ee cosb )， 

因此 也 有 15= I. 此 外 ， 

a11= alicos 0 +2aizsingcosg + a2osin20， 

a22 = ailsin20 一 2alzsingcosb + azzcos?0. 


故 1 一 Q1l1 本 Q22 三 ail 让 C22 一 五 .于 是 Ti, 1, 13 是 二 次 曲线 的 正 交 不 变量 . 
下 证 Ki 是 半 不 变量 .在 转轴 


加 本 (9 I, 
y sing cos0 八 y 


下 ,常数 项 保持 不 变 , 即 c= c. 新 方程 的 一 次 项 系数 与 原 方程 的 一 次 项 系数 有 如 


下 关系 : 
a cos0 ee 
bs) \—sing eosg 八 2 及 


因此 
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pbp1 
sf + 02 = (64,50)| 1 
2 


ee . b 
= (660 (0 hl cos0 [= 
2 


sin0 cos0 /\—sing cosO 
Ki=cI1—-(b?+62)= cl- (bt+ 63)= Ki. 
定理 4.8.4 二 次 曲线 卫 用 不 变量 表示 它 的 简化 方程 如 下 : 
(1) 当 I2 关 0 时 ,方程 为 


hz2+ ha2+ 到 =0， 
其 中 A1,42 i 
(2) 当 厂 =0, 73 天 0 时 ,方程 为 pe 0; 
(3) 当 I,= 13=0 时 ,方程 为 Po2+ 了 =0 
4.8.4 二 次 曲线 的 切线 


定义 4.8.7 如 果 直 线 1 与 二 次 曲线 下 有 两 个 相 重 的 实 交点 或 ! 整个 在 修 上 ， 
那么 直线 ! 叫做 二 次 曲线 下 的 一 条 切线 ,对 于 前 者 ,交点 叫做 切 点 ;而 对 于 后 者 ,/ 
上 的 每 一 点 都 可 看 作 切 点 . 

设 卫 的 方程 为 (4.8.2) ,点 Po(zo,yo)EG 工 . 读者 不 难 推出 ; 过 点 P0 ,方向 为 
X:Y 的 直线 ; 为 曲线 的 切线 当 且 仅 当 

Xfi(xo,y0) + Yf2( xo, y0)=0. (4.8.14) 

下 设 广 (zo,yo), 户 (zo,yo) 不 全 为 零 , 此 时 点 PET 叫做 二 次 曲线 荆 的 正常 

点 ,否则 称 为 奇 点 .由 直线 ! 的 方程 (4.8.5) 得 到 
X:Y=(z 一 2Zo):(37 一 y0)， 
代入 (4.8.14) 式 ,得 
(x— zo)fi(xo,y0) +(y— yo)fi(xo, y0)=0, 

这 就 是 过 点 PoET 的 切线 方程 . 

利用 F(zo,yo) = zofi(xo,y0) + yoP(zo,yo)+ 户 (zo,yo) 可 得 切线 方程 的 
另 一 表达 式 


zfi(zxo,y0) + yf2(xo,y0) + f3(xo,y0)=0, 


Xo 
0 =0, 
1 


即 
all cl2 bi 
(09 二) 区 Q22 b2 
pi pz < 
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于 是 有 

命题 4.8.5 ” 设 二 次 曲线 卫 的 方程 为 (4.8.2) ,点 Po(zo,yo)Ez 是 蕊 的 正常 
点 , 则 过 点 Po 的 切线 方程 是 

(x—- zo)fi(xo,y0)+(y— y0)f2(xo, yo) =0, (4.8.15) 

或 写 为 
Xo 
(zx,y,1)A |yo |=0. (4.8.16) 
1 

本 节 一 开始 就 陈述 了 下 列 事实 :用 任意 平面 去 截 二 次 曲面 , 截 线 一 般 为 二 次 曲 
线 ,进而 我 们 有 下 面 的 结果 . 

命题 4.8.6 ”一 般 二 次 曲面 被 一 组 平行 平面 所 截 ,得 到 的 诸 截 线 是 属于 同一 
类 型 的 二 次 曲线 (或 同 为 椭圆 型 或 同 为 双 曲 型 或 同 为 抛物 型 ) . 

证 明 设 二 次 曲面 S 的 方程 为 


az + any + a3z +2a12ry + 2a13xrz + 2a73y2 


+2a1u4Z +2armmy +2ay2 + a44=0, 
不 失 一 般 性 ,只 需 考虑 用 一 组 平行 平面 z =& 去 截 曲 面 S, 这 里 为 参数 .那么 截 
线 Sx 的 方程 为 
az + apy +2a1xy +2(a14 + a13k)r +2(a24 + az3k)y 
Sh | + (a3k* +2a3ak + am)=0, 
z=k， 
这 是 位 于 平面 x=& 上 的 二 次 曲线 .计算 


ZI 412| 2 
T4102 G12， 


1(S;)= 
C12 QQ22 
它 不 随 & 而 变化 , 故 所 得 的 诸 截 线 为 属于 同一 类 型 的 二 次 曲线 . 
例 4.8.3 就 参数 的 取 值 讨论 方程 kx* 一 2xy + ky :一 2x +2y+5==0 表示 
什么 二 次 曲线 . 
解 ” 计 算 不 变量 
ss 1 =2k, 1 =k*—1=(k+1)(k—1), 
13=5k2 -2k-3=5(k+)(k—1), 
K!=10k -2=2(5k —1). 
当 &= 一 1,1 时 ,12=0. 当 上 = 一 各 ,1 时 ,1s=0.k 的 这 三 个 特殊 值 将 & 轴 分 为 四 


个 区 间 , 然 后 从 左 向 右 逐 个 讨论 . 
(1) 当 k< 一 1 时 ,I,>0,13>0, 了 <0, 表 示 椭 图 .事实 上 ,对 应 的 简化 方程 为 
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hz2+ 22+ 严 =0, 而 Ti<0 与 12 >0 说 明 A1 与 A2 均 小 于 截 ; 
(2) 4 k=—1 时 , 1, =0,13 关 0, 表示 抛物 线 ; 
(3) 当 -1<&< - 沁 及 - 守 <k<1 时 ,I2<0,13z#0, 表 示 双 曲线 ; 
(4) 当 &= -之 时 ,12<0, 1=0, 表 示 一 对 相交 直线 ; 


(6) 当 &>1 时 ,1,>0,13>0, 了 >0, 表 示 虚 椭圆 (图 4.3). 


椭 圈 双 曲 线 双 曲 线 虚 椭 贺 
-1 下 0 1 k 
抛物 线 ”一 对 相交 直线 一 对 虚 平 行 直线 
4.3 


例 4.8.4 化 简 二 次 曲线 方程 x? 一 3xy 十 十 10zx 一 10y +21=0, 并 作出 它 
的 图 形 . ; 

我 们 介绍 两 种 解法 . 

解法 一 


_3 
> 1 


曲线 是 中 心 二 次 曲线 , 先 求 出 它 的 对 称 中 心 . 解 方 程 组 


3 
xz-5y+5=0, 
a 


2 
得 中 心 的 坐标 x = -2,y=2. 取 ( 一 2,2) 为 新 原点 , 作 移 轴 
EE 一 2， 
y=y +2, 


原 方程 变 为 
xX-3ry +y2+L=0. 


再 转轴 消去 zy 项 , 令 
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图 4.4 


这 是 一 条 双 曲 线 (图 4.4). 

注 ”利用 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 方程 ,如 果 曲 线 有 中 心 , 作 移 轴 使 新 原点 与 二 
次 曲线 的 中 心 重合 ,可 以 减少 计算 量 .这 是 因为 在 新 坐标 系 下 二 次 曲线 的 新 方程 中 
一 次 项 消失 ,二 次 项 系数 保持 不 变 , 只 要 计算 常数 项 . 

利用 转轴 消去 方程 中 的 交叉 项 , 它 的 几何 意义 就 是 把 坐标 轴 旋 转 到 与 二 次 曲 
线 的 主 方向 平行 的 位 置 .这 是 因为 对 于 由 二 次 曲线 的 特征 根 确定 的 主 方向 X: Y， 


如 果 令 tan0 = 这 ,那么 据 (4.8.11) 式 可 得 到 


Wi 
于 是 有 
-| a12 )-( 丘 an ] 
_1-tan0_ A — a22 alz /al 一 C22 
cot20= 二 一 一 一 二 一 一 一 一 人 一 一 一 全 一 一 
2tanb0 Q12 2a12 
2. 一 全 2 一 
人 一 CQ22 


因此 利用 移 轴 与 转轴 化 简 二 次 曲线 方程 ， Sm 
直径 ( 即 对 称 轴 ) 重 合 的 位 置 . 
解法 二 ”首先 利用 不 变量 确定 曲线 的 类 型 与 形状 .二 次 曲线 的 矩阵 
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计算 不 变量 ,有 [1=2,12= -之 <0,13=detA = - 立 尖 0, 所 以 曲线 是 双 曲 线 . 
解 特征 方程 )2 -21 -六 = 0, 得 特征 根 A1= -到 ,12= 号 .又 于 = 1, 于 是 方程 
可 化 简 为 
-二 x2+ 这 y2+1=0， 
它 的 标准 方程 是 
Sc 
2 之 b 
5 
实 半 轴 长 a =V3, 虚 半 轴 长 5= 专 V10. 
现在 来 确定 这 条 双 曲 线 的 位 置 . 


对 应 41 = - 直 的 主 方向 Xi1: YY 三 - 写 :(- 六 -了 =1:1, 与 Xl1: Yi 共 和 的 主 
直径 方程 为 
1-(z 一 字 y+5)+1.( 一 学 z+y-5)=0， 
即 
rt+y=0. 
对 应 ?= 六 的 主 方向 Xz: Y2= -学 :( 当 一 1) = -1:1, 与 之 共 移 的 主 直径 方 
程 为 z 
-1-(z- 学 y+5)+(- 汪 z+y-5)=0 
2 2 
即 
x-—y+4=0. 
这 两 条 主 直 径 便 是 双 曲 线 的 对 称 轴 . 取 xz 一 y+4=0 和 z+ y=0 为 新 坐标 系 
的 z 轴 与 y 轴 , 于 是 有 坐标 变换 公式 


r_ 工 十 

"7 

ee 
,2 


解 出 zx,y 得 
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可 见 =' 轴 与 六 轴 的 交角 为 6= 下 ,这 说 明 z“ 轴 的 正 向 已 定 ,从 而 曲线 可 以 在 新 坐 
标 系 里 按 标准 方程 作 图 ,如 图 4.4 所 示 ， 


习 题 4.8 


1. 利用 旋转 变换 消去 下 列 方程 的 交叉 项 : 

(1) z2-2zyt y+2r-2y~3=0; 

(2) 9z*—24xyt+ 16y +20x+15y-—50=0. 

2. 证 明定 理 4.8.1. 

3. 证 明定 理 4.8.2. 

4. 证 明 命题 4.8.2. 

5. 求 曲线 zz +2 兴 -4z--2y-6=0 通过 点 (8,0) 的 直径 方程 ,并 求 其 共 柜 直径 . 


6. 求 双 曲 线 气 - 分 =1 的 一 对 共 辆 直径 方程 ,已 知 两 共 簿 直径 间 的 夹 角 是 457 

7. 求 下 列 二 次 曲线 的 中 心 , 主 方向 与 主 直径 : 

(1) Sz*+8ry+5y -18r-18y+9=0; 

(2) 9z* -24zxy+16y’ ~18z -101y+19=0; 

(3) z+ y+4r-2y+1=0. 

8. 证 明 命题 4.8.4. 

9. 利用 不 变量 求 下 列 二 次 曲线 的 标准 方程 : 

(1) 6zxy+ 8y: -12x -26y+11=0; 

(2) xz? -2xyt+ yy ~10x-6y+25=0; 

(3) Sx* -6xy+5 六 -6V2z+2V2y 一 4=0; 

(4) z2 -2zxyt+ y+2rx—2y—3=0. 

10. 求 以 下 二 次 曲线 在 给 定点 或 经 过 点 的 切线 方程 : 

(1) 曲线 3zx?+4xy+5y 一 7x 一 8y 一 3=0 在 点 (2,1) 处 ; 

(2) 曲线 zx? 一 xy+ -1=0 经 过 点 (0,2); 

(3) 曲线 z?+xy+ y+zxz+4yt+3=0 经 过 点 (一 2, 一 1). 

11. 试 求 经 过 原点 的 二 次 曲线 方程 ,该 曲线 切 直线 4z+ 3y+2=0 于 点 (1, -2), 并 且 切 直 
线 z-y-1=0 于 点 (0, 一 1). 

12. 化 简 下 列 二 次 曲线 方程 并 画 出 它 的 图 形 : 

(1) xz2—- zyt+ y+2r~-4y=0; 

(2) x+4zy+4 交 +12z 一 y+1=0. 
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前 4 章 研 究 图 形 性 质 时 ,采用 了 坐标 法 、 向 量 法 及 坐标 变换 法 ,这 些 方法 是 解 
析 几 何 中 最 基本 也 是 最 重要 的 方法 .本 章 再 介绍 一 种 方法 , 即 采 用 “几何 变换 "来 研 
究 图 形 几 何 性 质 的 变化 规律 .这 种 几何 变换 不 同 于 坐标 变换 ,坐标 变换 中 变化 的 是 
坐标 系 ,几何 对 象 (点 以 及 由 点 组 成 的 几何 图 形 ) 并 未 改变 ;而 几何 变换 则 是 几何 对 
象 的 变化 ,例如 把 一 个 图 形 作 平 移 或 绕 一 点 旋转 使 图 形 的 位 置 发 生变 化 ,又 如 在 第 
3 章 中 提 到 的 把 一 个 图 形 作 伸 缩 变 换 则 是 图 形 形 状 的 变化 . 它 使 得 我 们 能 够 在 运 
动 和 变化 中 研究 几何 图 形 的 性 质 . 本 章 着 重 介绍 两 种 常见 的 几何 变换 : 正 交 变换 和 
仿 射 变换 ,探讨 图 形 在 这 两 种 点 变换 下 的 不 变性 质 ,侧重 于 平面 上 这 两 种 变换 的 讨 
论 , 因 为 空间 情形 可 类 似 地 得 到 .本 章 给 出 了 二 次 曲线 及 二 次 曲面 的 度量 分 类 与 仿 
射 分 类 ,还 提供 了 解决 某 些 几 何 问题 的 一 种 有 效 方法 , 见 例 5.4.1. 


5.1 变 换 
5.1.1 可 逆 变 换 


任何 一 个 几何 图 形 都 可 看 作 是 由 点 组 成 的 ,因此 考察 图 形 的 运动 变化 首先 从 
研究 点 的 变换 着 手 . | 

定义 5.1.1 设 S 是 集合 .如 果 对 于 S 中 任意 点 P, 在 S 中 有 惟一 的 一 点 PP 
与 它 对 应 ,那么 这 种 对 应 关系 g:S 一 S, 忆 一 -已 叫 做 S 中 的 一 个 点 变换 .点 已 - 称 
为 点 P 在 变换 gp 下 的 像 , 记 作 P“ = 9y(P) ,而 点 己 叫 做 已 在 p 下 的 原 像 . 

若 pg(P)=P, 则 了 叫做 变换 gp 的 不 动 点 . 

S 中 的 两 个 点 变换 gp 和 y 称 为 相等 ( 记 作 p = y), 是 指 对 于 任意 PE S ,都 有 
p(P)= y(P). 

对 于 点 变换 p: SS, 我 们 用 gp(S) 表 示 S 中 的 点 在 g 下 的 像 的 全 体 , 即 

9(S) = 1o(P)1PE Si}. 

虽然 pg(S)CS. 

假设 p,% 都 是 S 中 的 点 变换 ,由 


S-?>S—>S,Po(P)—y(9(P)) 


定义 的 ye。9:S 一 S 也 是 S 中 的 一 个 点 变换 , 称 为 变换 p 与 少 的 复合 (或 乘积 ,此 
时 记 成 wp ). 
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定义 5.1.2 设 变换 pg:S 一 S 满足 下 列 条 件 : 
(i)S 中 不 同 点 在 g 下 的 像 不 同 ， 
(ii)p(S)=S, 
则 9 称 为 S$ 上 的 一 一 变换 . 
此 时 对 于 每 一 个 PES,wp 1(P')= PESip(P)=P'} 是 S 中 的 单 点 集 , 从 
而 pg !:S->S 为 S 上 的 一 个 点 变换 ,并 且 
pp'*p=id, pg°9"=id, 
其 中 id4:S 一 S$,P 一 id(P)=P 是 S$ 上 的 恒 等 变 换 , 于 是 p 叫做 可 逆 变 换 , 它 的 
逆 变 换 就 是 2 “!. 换 句 话 说 ,一 一 变换 是 可 逆 变 换 . 


5.1.2 平面 上 的 点 变换 


以 下 我 们 讨论 平面 上 的 可 逆 变 换 ,将 取 和 定 的 平面 记 为 x. 

例 5.1.1 选取 平面 x 上 的 向 量 v ,规定 x 的 变换 gp, :x 一 x 如 下 :对 于 x 上 
的 任意 点 P, 它 的 像 P' = p。(P) 使 得 BPP” = v .这 表示 变换 w。 使 平面 上 每 个 点 都 
沿 方向 v 移动 距离 |v | ,因而 gu 称 为 由 o 决定 的 平移 ,向 量 v 叫做 gp 的 平移 量 . 易 
见 wu 是 的 一 个 可 逆 变 换 , 其 道 变换 py! = p-。 当 wu 天 0 时 ,9 没有 不 动 点 ; 当 
v =0 时 ,qo 是 x 上 的 恒 等 变 换 . 

下 面 导 出 它 的 坐标 表示 .在 x 上 取 直 角 坐 标 系 , 设 w = (a,5). 因 点 P(x,y) 
与 P(x',y ) 满 足 关系 PP = , 故 
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y =y+D. 

公式 (5.1.1) 叫 做 平面 上 点 的 平移 公式 . 

形式 上 ,点 的 平移 公式 与 点 的 坐标 变换 中 的 移 轴 公式 类 似 , 但 含义 却 不 同 .点 
的 平移 公式 中 ,(z,y) 与 (z ,yy ) 是 两 个 不 同 点 在 同一 坐标 系 中 的 坐标 ,而 移 轴 公 
式 中 的 (zx,y) 和 (xz ,yy ) 则 是 同一 个 点 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 的 坐标 . 

例 5.1.2 取 定 x 上 一 点 O 及 实数 0 ,规定 变换 ro: x 一 x 为 : 任 取 点 PE r， 
它 的 像 P= ze( 卫 ) 由 向 量 C 访 绕 点 O 旋转 0 角 所 得 向 量 OP 确定 .如 果 0>0, 旋 转 
按 逆 时 针 方向 ,否则 按 顺 时 针 方 向 . re 将 平面 上 每 个 点 绕 点 O 旋转 0 角 , 称 为 x 上 
的 旋转 变换 ,O 是 旋转 中 心 ,9 是 旋转 角 . 它 是 可 逆 变 换 , 其 着 变换 rg1= r-e, 即 
以 O 为 中 心 的 旋转 变换 ,转角 为 - 6. 显然 O 是 zw 的 不 动 点 .请 读者 思考 re 是 否 
还 有 其 他 不 动 点 . 

在 平面 x 上 取 直 角 坐 标 系 使 点 O 为 坐标 原点 . 设 点 已 和 P“ =zo(P) 的 直角 坐 
标 分 别 为 (z,y) 和 (z“,y), 又 点 卫 的 极 坐标 为 (~,a), 则 由 旋转 的 定义 知 .点 PP 
的 极 坐 标 为 (xr ,a + 0). 而 


X=rcosa, y= rsina, Xx = rcos(a+0), yy = rsin(a + 0), 


(5.1.1) 
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于 是 re 在 直角 坐标 系 下 的 表达 式 为 

xX’ = zcosg — ysing, 

y = zsin0g + ycos0. GED 
公式 (5.1.2) 称 为 平面 土 转角 为 6 的 旋转 公式 , 它 在 形式 上 与 坐标 变换 中 的 转轴 
公式 (4.8.3) 类 似 , 但 含义 却 不 一 样 . 

例 5.1.3 设 / 是 平面 x 上 的 一 条 直线 ,平面 x 上 任意 点 P 关于 直线 ! 的 对 
称 点 记 为 P .这 种 从 点 P 到 点 PP 的 点 变换 go 称 为 平面 x 上 以 1 为 轴 的 反射 . 显然 
oj 是 可 北 变 换 , 逆 变 换 cr 1= o .反射 轴 /上 的 每 一 点 血 为 o, 的 不 动 点 , 且 无 其 他 
不 动 点 . 

若 取 ! 为 zx 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 ,并 设 点 P 和 已 "的 坐标 分 别 为 (z,y) 和 
(x ,y ), 则 c 可 表示 为 

0 (5.1.3) 
YY 
例 5.1.4 在 平面 x 上 取 定 直角 坐标 系 后 ,用 
和 5.1 
y =ky (RE>0). 1 
表示 的 变换 £; x 一 x 叫做 平面 x 上 沿 y 轴 方 向 的 伸缩 变换 ,k 叫做 伸缩 系数 .xz 轴 
上 每 一 点 都 是 & 的 不 动 点 .& 也 是 可 逆 变 换 , 其 逆 变 换 & ! 是 沿 > 轴 方 向 的 伸缩 变 
换 , 但 伸缩 系数 为 1/k. 

定义 5.1.3 设 集合 G 的 元 素 是 平面 x 上 的 可 逆 变 换 , 即 假定 G= {p:rx-~>x 
为 可 逆 变 换 } ,并 且 G 满足 下 列 条 件 : 

(1) 若 PEG,VEG, 则 wpEG， 

(2) 车 PEG, 则 pcEG， 
那么 G 叫做 平面 x 上 的 一 个 变换 群 . 

例如 ,x 上 的 平移 所 构成 的 集合 是 一 个 变换 群 ,因为 x 上 由 向 量 v , w 决定 的 
两 个 平移 的 复合 是 由 v + w 决定 的 平移 , 即 pw 9。 = pw+v, 并 且 gs 1 = 99-。. 又 如 
x 上 以 O 为 旋转 中 心 的 所 有 旋转 也 组 成 一 个 变换 群 .事实 上 ,两 个 绕 点 DO、 转角 分 
别 为 0, ,62 的 旋转 的 复合 是 绕 O 点 转 01 + 9, 角 的 旋转 .但 全 体 旋转 并 不 构成 x 
上 的 变换 群 , 因 旋转 中 心 不 同 的 两 个 旋转 的 复合 可 能 不 是 旋转 . 

在 平移 、 旋 转 或 反射 变换 下 ,图形 的 形状 未 发 生变 化 ,改变 的 只 是 图 形 的 位 置 . 
而 在 伸缩 变换 下 ,图 形 的 形状 可 变化 ,例如 图 zx?+ y= R? 经 伸缩 变换 (5.1.4) 变 


/2 /2 
成 了 椭 加 = + =1, 其 中 = 及 ,= AR -而 平移 ,旋转 ` 反 射 之 所 以 把 平面 上 的 


图 形变 换 成 它 的 “全 等 "图形 是 基于 下 列 最 基本 的 性 质 :它们 都 保持 平面 上 任意 两 
点 的 距离 , 即 任意 两 点 P,Q 的 像 之 间 的 距离 等 于 点 P,Q 之 间 的 距离 .5.2 节 将 对 
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具有 这 种 几何 特性 的 平面 点 变换 进行 讨论 . 
习 题 5.1 


1. 在 平面 上 绕 原点 .转角 为 9 的 旋转 变换 下 , 问 直线 x = p 变 成 什么 直线 ? 
2. 设 p1, gs 是 平面 上 的 点 变换 ,其 变换 公式 分 别 是 


Rm Xx =27r-3y+4, 
y=3T.-y+7,. y =~-xrx+2y—5, 
求 plpz 和 gp291 的 公式 . 
3. 求 平 面 的 下 列 点 变换 的 逆 变 换 : 
二 2TH3Y =7, T= 过 -多 y- 2 
全 DT : 


y -号 - 十 BE = 

4. 设 pg,y,x 都 是 集合 S 中 的 点 变换 , 试 证 变换 乘积 满足 结合 律 , 即 

p(x) = (gp) x. 

5. 设 ,是 平面 上 由 vw = (a ,6) 决 定 的 平移 ,zo 是 平面 上 绕 原 点 转角 为 6 的 旋转 ,它们 在 直 

角 坐 标 系 下 的 公式 如 (5.1.1) 式 和 (5.1.2) 式 所 示 , 试 证 
topo 天 Pore: 
6. 设 o 是 平面 上 以 1 为 轴 的 反射 变换 ,并 且 在 直角 坐标 系 下 ,! 的 方程 为 
Zcosa + ysina— p = 0， 

求 反射 o 的 表达 式 . 

7. 设 | 与 O12 分 别 是 平面 上 以 直线 li 与 L2 为 轴 的 反射 . 

(1) 若 1 与 /2 平行 , 则 Gi2 O11 是 一 个 平移 ; 

(2) 车 L1 与 1 相交 于 点 O, 且 夹 角 为 9, 则 oor; 是 绕 O 点 的 旋转 ,转角 为 26. 


5.2 平面 上 的 正 交 变换 
5.2.1 平面 上 点 的 正 交 变 换 


定义 5.2.1 若 平 面 x 上 的 点 变换 gg:;x 一 x 保持 x 上 任意 两 点 之 间 的 距离 不 
变 , 则 p 叫做 x 上 的 正 交 (点 ) 变 换 或 保 距 变 换 . 

平移 .旋转 与 反射 都 是 正 交 变换 . 除 此 之 外 ,是 否 还 有 别 的 点 变换 是 正 交 变换 
呢 ? 定理 5.2.3 将 给 出 回答 .下 面 先 介绍 正 交 变换 的 一 些 简单 性 质 ,首先 引信 共 线 
三 点 的 简单 比 概念 . 

若 A,B,C 是 共 线 三 点 , 则 存在 惟一 实数 4 使 得 AC =4 ( 隔 . 数 叫做 A,B， 
C 三 点 的 简单 比 , 记 为 =(A,B,C), 并 且 点 C 叫做 线段 AB 的 分 点 .等 价 地 ,在 
直线 AB 上 选取 一 单位 向 量 e, 若 AE = ae,a 称 为 有 向 线段 4 的 代数 长 . 现在 用 
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AC, CB 分 别 表示 有 向 线 肌 1, 的 代数 长 ,那么 1= 4 , 即 (A,B,C) = 人. 易 


见 该 比值 与 向 量 e 的 方向 选取 无 关 . 

命题 5.2.1 平面 的 正 交 变换 具有 下 列 性 质 : 

(1) 把 共 线 的 三 点 变 成 共 线 的 三 点 ,并 且 保 持 共 线 三 点 的 简单 比 不 变 ; 

(2) 把 直线 变 成 直线 ,并 保持 直线 的 平行 性 . 

证 明 设 pg:x->x 为 正 交 变换 ,首先 证 明 变 换 p 是 单 的 .在 x 上 任 取 不 同 的 
二 点 P 与 Q , 则 线段 PQ 的 长 | PQ1 冯 0. 假定 p 把 P,Q 分 别 变 为 P" ,Q“ .由 于 9 
保持 距离 不 变 .应 有 

| PQ’ 1!=1 PQ I 0, 
因此 P',Q' 也 是 不 同 的 二 点 .这 说 明 x 中 不 同 点 在 p 下 的 像 不 同 ,变换 op 是 单 的 . 

(1) 设 A,B,C 是 共 线 三 点 , 记 所 在 直线 为 1. 若 A,B,C 按 此 顺序 共 线 , 则 
| AB |\|+|1 BC 1=|1 AC!|. 
假定 p 将 A,B,C 分 别 变 为 A’,B’,C’ ,那么 A’,B’,C’ 是 不 同 的 三 点 ,并 且 

1AB’ 1+1 BC’ 1=|1 A'C’ 1, 
因而 A’,B',C’ 三 点 共 线 .由 此 可 见 , 正 交 变换 不 仅 将 共 线 三 点 变 成 共 线 三 点 ,而 
且 保 持 它们 在 直线 上 的 顺序 不 变 . 因此 当 AC 与 引 同 向 或 反 向 时 ,ATC 与 CB 也 同 
向 或 反 向 ,于 是 有 


(2) 任 取 一 条 直线 1 ,在 1 上 取 两 点 A,B. 设 vg 把 A,B 分 别 变 为 A’,B’, 记 A， 
中 "所 确定 的 直线 为 .由 (1) 知 ,p()C2 ,下 证 pg(1) = , 即 证 :对 于 2 上 的 任意 点 
C',C 必 有 原 像 在 1 上 .不 妨 设 C 在 线段 AB 上 (其 他 情形 可 类 似 讨论 ), 于 是 
_14C1<1AB'|=14B|. 在 线段 AB 上 可 找到 一 点 C 使 得 14AC1=14C 1. 设 C 在 
2 下 的 像 为 C6 , 则 |A‘Cs 1=14C1=1AC1 ,并且 G6 在 线段 AB' 上 , 故 Co=C 
这 说 明 C 是 C 在 p 下 的 一 个 原 像 ,从 而 有 pg(1)= ,9 把 直线 1 变 为 直线 二. 

其 次 证 明正 交 变 换 保 持 直线 的 平行 性 . 设 直线 41 与 22 平行 , 且 变 换 p 将 直线 /; 
变 成 直线 ,i=1,2. 假 若 !1 与 2 相交 于 点 P' .那么 由 上 述 证 明知 ,存在 点 P;€ 1; 
使 得 pg(P;)=P',i=1,2. 显然 Pl 关 P, 这 与 9 是 单 变换 矛盾 ,因此 Z1 与 22 平行 . 

命题 5.2.2 平面 的 正 交 变 换 是 可 逆 变换 ,并且 它 的 逆 变 换 也 是 正 交 变换 . 

证 明 设 pg:x 一 x 为 正 交 变换 ,要 证 9 是 可 逆 变 换 , 只 需 证 它 是 一 一 变换 . 而 
由 命题 5.2.1 证 明知 , p 是 单 变换 ,余下 证 p(x) = x 即 可 , 即 证 对 任意 PE r， 
2 -1(P- ) 不 是 空 集 . 

在 平面 x 上 取 不 共 线 的 三 点 A,B,C, 它 们 在 p 下 的 像 分 别 是 A ,B,C . 因 
A’,B’,C' 三 点 不 共 线 , 作 直 线 A 写 ,BC ,CA .如果 点 P' 落 在 这 三 条 直线 中 的 
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一 条 上 ,例如 A'B' 上 , 据 命 题 5.2.1(2),P 有 原 像 在 直线 AB 上 ;如果 点 P' 不 在 直 
线 AB',A'C’ 及 BC 上 , 则 过 点 P' 作 一 条 直线 与 AB' ,A‘C’ 分 别 交 于 点 DD' 与 
E“. 反 复 使 用 命题 5.2.1(2) 可 知 ,点 D 有 原 像 DE 直线 AB ,点 E 有 原 像 EE 直线 
AC, 而 点 PP' 在 1 = D'E’ 上 , 故 有 原 像 在 直线 DE 上 ,这 说 明 p-!(P') 不 是 空 集 .上 
面 的 分 析 证 明了 9 是 一 一 变换 ,因而 是 可 逆 变 换 . 

下 证 g-! 也 是 正 交 变换 . 任 取 两 点 Q "和 R’, 设 它们 在 pg-! 下 的 像 分 别 为 Q 和 
R, 即 9g -1(Q')=Q,g-1(R')=R, 于 是 pg(Q)=Q',g(R)= R'. 由 于 9 是正 交 
变换 ,因此 |QR|= |1QR'|, 此 式 也 说 明 gp“! 是 正 交 变 换 . 

注意 到 正 交 变换 的 乘积 是 正 交 变 换 ,因此 平面 上 全 体 正 交 变 换 构成 一 个 变换 
群 , 称 为 正 交 变换 群 . 


5.2.2 正 交 点 变换 诱导 的 向 量变 换 


设 a 是 平面 + 上 的 一 个 向 量 , 则 可 找到 点 A, BE x 使 得 AB = a. 设 正 交 变换 
9 将 A,B 分 别 变 为 A’,B’, 令 a =ABB ,下 面 说 明 向 量 a 只 依赖 于 a 而 与 有 向 线 
段 A 的 起 点 A 的 选取 无 关 . 假 车 C, DE x 也 使 得 ( 访 = a, 且 C,D 在 g 下 的 像 为 
C’,D’ ,不 妨 设 C,D 与 A,B 不 在 同一 条 直线 上 . 因 AB= CD, 故 四 边 形 ABDC 是 
平行 四 边 形 , 据 命题 5.2.1(2), 四边形 A'B'D'C’ 也 是 平行 四 边 形 ,因而 A 了 PB = 
CD” .这 样 一 来 正 交 变 换 9 诱导 出 平面 上 向 量 的 一 个 变换 ,如 上 所 述 , 它 把 a 变 为 
a .将 这 个 变换 仍 记 为 9 , 称 为 正 交 向 量变 换 . 

命题 5.2.3 正 交 变换 所 诱导 的 正 交 向 量变 换 保 持 向 量 的 线性 关系 不 变 ,并 
保持 向 量 的 内 积 不 变 . 

证 明 设 pg:x 一 7x 为 正 交 变换 ,a， 5 是 任意 二 向 量 ， A 为 实数 , 记 p(a)=a“， 
9p(b)=b , 需 证 

(1) g(a+b)= op(a)+ pg(b), yp(Na)=Ap(a), 或 写 为 (a+b)=a +b’, 
(ha’)= Na’; 

(2) a:b=gp(a).p(b) 或 a:b=a:b. 

先 证 (1) 在 x 上 取 点 A,B,C 使 得 4B=a,BCE=b, 则 AC =a+b. 并 设 A， 
B,C 在 9g 下 的 像 分 别 是 A’ ,B,C’ ,那么 

o(a) = ABPB’, vy(b) = BC, vla+6b)= AT. 
而 AC =AB+BTC , 故 
op(a +b) = p(a) + 9(b). 

又 由 于 9p 保持 共 线 三 点 的 简单 比 ,因此 由 d = Xa 立即 推 得 d = Aa , 即 (aa ) = 
Ap(a). 

再 证 (2) ”因为 正 交 变换 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 又 保持 向 量 的 夹 角 不 变 ( 请 读 
者 补 述 理由 ) ,所 以 保持 向 量 的 内 积 不 变 . 
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5.2.3 正 交 变换 的 坐标 表示 和 基本 定理 


取 平 面 直 角 坐 标 系 {O;i,j1!. 设 正 交 变 换 og 把 点 O 变 为 点 O' ,把 向 量 i,j 分 
别 变 为 i ,7 .由 命题 5.2.3 可 推 得 |1O ;i ,7 | 也 是 直角 坐标 系 .又 设 点 PP 在 pg 下 
的 像 为 P' ,并 上 且 P 在 iO;i,j} 中 的 坐标 为 (zx,y). 因为 

OP = og(08) = p(xzi+ yw)= zi +y’, (5.2.1) 
所 以 点 忆 在 1O' ;i ,7 中 的 坐标 与 点 PP 在 {O;i,j1 中 的 坐标 相同 . 

定理 5.2.1 ( 正 交 变换 第 一 基本 定理 ) 正 交 变 换 把 平面 直角 坐标 系 变 成 平面 
直角 坐标 系 , 并 使 任意 点 P 在 原 系 中 的 坐标 与 它 的 像 点 PP’ 在 新 系 中 的 坐标 相同 . 
反之 ,具有 这 种 性 质 的 平面 点 变换 是 正 交 变换 . 

定理 中 的 第 一 论断 已 证 ,第 二 论断 的 证 明 留 给 读者 . 

现在 讨论 正 交 变换 的 坐标 表示 .沿用 上 面 的 记号 , 设 点 了 与 其 像 点 已 在 |O; 
i,j| 中 的 坐标 分 别 为 (xz,y) 和 (x ,y ), 我 们 求 xz’,y 与 x,y 之 间 的 关系 .假设 在 
1O;i,ji 下 , 

OO =aitb, i = dyuitdnj, 1 = dvitdyj. (5.2.2) 

定理 5.2.2 gq:x 一 x 是 正 交 变换 当 且 仅 当 yp 在 平面 直角 坐标 系 下 可 表示 为 


1 = dzxz+diry+a, (5.2.3) 
y = dnx+d»yy+5b, 
其 中 D=(“" “是 正 交 和 矩阵. 

dz d22 


证 明 ”必要 性 ” 设 正 交 变换 p 把 点 P 变 为 点 P ,把 直角 坐标 系 {O;i,j| 变 为 
10' ;i,j | ,那么 由 (5.2.1) 式 及 (5.2.2) 式 知 
OP = O00 +OP = (ai+t+b)+(xi +w’) 
= (ai +6) + zx(duit dj) + y(dizi + d22j) 
= (dz +diy+a)it+(dazr t+ dry + 6)i, 
又 OP” = zi+ yi, 故 
Z = dur+dryt+a, 
| = dazxz+ dr»py+5b. 
而 正 交 变换 gp 将 10;i ,证 变 为 10’ ;i ,j |, 过渡 和 矩阵 D 必 为 正 交 和 矩阵 (细节 留 给 
读者 ). 
充分 性 ” 设 变换 9 的 坐标 表示 为 (5.2.3) 式 . 对 于 平面 上 任意 二 点 P(xi， 
y1) ,Q(z2,y2), 设 它们 在 p 下 的 像 分 别 为 P (zl ,yf ),Q (zz ,y2 ) ,那么 由 


CG i D(，_，) 和 | 也 和 =(z 一 zf22 -1 )( 


Vd J 
2 一 尽 1 
) 
2 一 21 


322 — y1 
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TX 2 一 
IPQ P= (zx,m-y)DD(  ， )=1PQ1， 
y2™ YI1 


于 是 gp 是 正 交 变换 . 

定理 $.2.3 ( 正 交 变 换 第 二 基本 定理 ) 正 交 变换 或 为 平移 或 为 旋转 或 为 反 
射 , 或 是 它们 之 间 的 乘积 . 

如 果 将 平移 .旋转 以 及 它们 的 乘积 称 为 平面 上 的 (刚体 ) 运 动 ,那么 本 定理 可 改 
令 为 : 正 交 变换 或 者 是 运动 ,或 者 是 反射 ,或 者 是 反射 与 运动 的 乘积 . 

证 明 设 正 交 变换 9 的 坐标 表示 如 定理 5.2.2 中 所 述 ， 


(%)= p 人 7)* 人 (5.2.4) 
y y 6b 
di di2 
为 正 交 和 矩阵 ,因而 
d21 
di + d=1, dios+d 和 =1, dnudwt+ dud» = 0. 
由 上 面 第 一 式 可 设 dll 一 cosO， d21 三 Sing . 再 由 上 面 第 三 式 得 
dz dy | 


= 一 从 
di -da 


其 中 D=( 


及 
d22 一 Acos0 ， di2 < Asin0， 

代入 d 和 + d 包 =1 可 解 得 和 = 土 1, 因 此 
si pe | 或 万 = ( 


sinO cos0 


从 而 (5.2.4) 式 可 写 为 


cosO sing | 


sing ~ cos0 


EF 网 (5.2.5) 
或 
网 本 ea he (5.2.6) 


(5.2.5) 表 示 平 面 上 的 运动 ,(5.2.6) 则 表示 平面 上 反射 


0ERT 


局 Ee 一 I (2 
y) Asing cos0 八 入 b 


与 运动 
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的 乘积 . 
习 题 5.2 


1. 设 平面 x 上 的 线段 AB 与 CD 等 长 ,证明 存 在 x 上 的 正 交 变 换 p, 使 得 P(A)= C,92(B) 
= 
2. 设 平面 x 上 的 正 交 变换 gp 有 两 个 不 动 点 , 则 此 两 点 连 线 上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 ,并 且 9 
或 为 恒 等 变换 或 是 以 该 直线 为 轴 的 反射 . 
3. 设 平面 的 点 变换 o 的 公式 是 
Z” = zcosg — ysin0 + a, 
y = xsing + ycosg + 0， 
证 明 ; 当 6 不 是 360" 的 整数 们 时 ,oc 是 绕 一 定点 的 旋转 . 
4. 求 满足 下 列 条 件 的 正 交 变换 : 
(1) 绕 原点 旋转 6= 270" ,再 按 向 量 (2, - 1) 平 移 . 并 求 出 点 (0,1) 经 此 变换 后 的 像 点 的 坐 
标 ; 
(2) 绕 原点 旋转 把 点 (3,1) 变 为 点 ( 一 1,3). 并 求 出 曲线 六 一 ++8y+18=0 经 此 旋转 的 对 
应 曲线 . 
5. 设 ,zr 分 别 是 平面 上 以 点 O1,O; 为 中 心 ,转角 为 01,0, 的 旋转 . 
(1) 如 果 b+ 0s=0( 或 360" 的 整数 倍 ) ,证 明 rzrl 是 平面 上 的 平移 ; 
(2) 如 果 91 + 0, 不 是 360* 的 整数 倍 , 证 明 rzrl 是 平面 上 的 旋转 ,并 求 旋转 角 . 
6. 设 正 交 变换 9 在 直角 坐标 系 工 中 的 公式 为 
如 _12 
2 


(os JI rl 


若 作 直角 坐标 变换 
2 
(le seo 
3 1 
求 在 新 坐标 系 中 的 公式 . 


7. 平面 上 的 点 变换 gp 把 直角 坐标 系 工 变 到 直角 坐标 系 贡 ,并且 使 任意 点 己 在 工 中 的 坐标 


与 它 的 像 P` 在 开 中 的 坐标 相同 , 则 gp 是 正 交 变换 . 
8. 设 入 ABC 和 人 和 公 A'B'C' 是 平面 上 两 个 全 等 的 三 角形 ,证 明 存在 惟一 的 正 交 变换 将 点 A 变 


为 点 A ,点 B 变 为 点 B' ,点 C 变 为 点 C . 
9. 证 明 : 平 面 上 的 每 一 个 正 交 变 换 都 可 以 表示 为 不 多 于 三 个 反射 的 灰 积 . 


5.3 平面 上 的 仿 射 变换 


本 节 讨 论 的 仿 射 变换 是 比 正 交 变换 广泛 的 一 种 平面 点 变换 .5.2 节 我 们 用 几 
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何 特征 定义 正 交 变 换 , 本 节 则 采用 坐标 表达 的 变换 公式 来 定义 仿 射 变换 ,然后 对 它 
展开 讨论 . 

定义 5.3.1 设 c:r 一 r 是 平面 的 一 个 点 变换 . 如果 它 在 一 个 仿 射 坐标 系 
1O0;e1,e2| 中 的 公式 为 

增 cl C12\ /zx a 
[= (0 le by det(c;) 0, (5.3.1) 

其 中 (z,y) 和 (z',y) 分 别 是 平面 上 任意 点 P 与 其 像 点 已- 的 坐标 ,那么 a 叫做 平 
面 的 仿 射 (点 ) 变 换 . 


det( cy) 天 0 表示 系数 矩阵 C= ( ”“”) 满 秩 ,(5.3.1) 式 称 为 满 秩 线性 变 
C21 C22 


换 .而 点 的 仿 射 坐标 变换 公式 ( 指 的 是 同一 个 点 在 两 个 不 同 的 仿 射 坐标 系 中 的 坐标 
关系 ) 也 是 满 秩 线性 变换 ( 见 定 理 5.3.1 的 证 明 ) ,因此 不 难 导 出 仿 射 变换 的 上 述 定 
义 与 仿 射 坐标 系 的 选择 无 关 . 


5.3.1 几 种 重要 的 仿 射 变换 


由 定理 5.2.2 可 得 : 正 交 变 换 是 仿 射 变换 . 下面 考察 男 外 几 种 仿 射 变换 . 从 
(5.3.1) 式 可 见 , 仿 射 变换 由 系数 矩阵 C 和 向 量 v = (a ,65)' 所 决定 ,并 且 向 量 v 确 
定 一 个 平移 ,因此 下 面 仅 讨论 由 C 决定 的 齐 次 线性 变换 


(5) )}= c[)， (5.3.2) 


C= 6 ok k>0Hkz¥1 


例 5.3.1 当 


0 有 R 
时 ,变换 (5.3.2) 称 为 沿 y 轴 方向 的 伸缩 变换 , 它 是 平行 于 y 轴 方向 的 伸 长 (4>1) 
或 压缩 (4<1).z 轴 上 的 每 一 点 是 该 变换 的 不 动 点 ,平行 于 y 轴 的 直线 都 是 不 动 
直线 .所谓 不 动 直线 是 指 该 直线 和 它 的 像 直 线 重合 .不 动 直线 上 的 点 不 一 定 是 不 动 
.而 当 
》 (hxo, Kyo) h 0 
C= (0 )ohk 均 为 不 等 于 1 的 正 数 


时 ,变换 (5.3.2) 表 示 分 别 沿 z 轴 、y 轴 方 向 的 两 个 伸 


缩 变换 的 乘积 , 称 为 平面 上 的 伸缩 变换 (图 5.1). 此 时 
py 原点 O 是 不 动 点 ,zx 轴 和 y 轴 均 为 不 动 直线 .特别 , 当 


6 * =k 时 ,变换 
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具有 下 列 性 质 ; 平 面 上 任意 点 A 与 其 像 点 A“ 满 足 关系 DA? = 上 DA ,因而 它 把 平面 
r 上 任意 一 个 图 形变 成 它 的 相似 图 形 , 特 别 把 三 角形 变 成 与 它 相 似 的 三 角形 ,相似 
比 为 ,因此 变换 zt 叫做 以 O 为 位 似 中 心 ,位 似 系数 为 下 的 位 似 变 换 (图 5.2). 


例 5.3.2 当 
C=(。 7) ,r,s 中 至 少 有 一 个 不 为 0 
s 1 

时 ,变换 (5.3.2) 称 为 错 切 变换 . 

若 + 关 0,s =0, 则 它 是 沿 = 轴 方 向 的 错 切 ,xz 轴 上 的 每 一 点 均 为 不 动 点 ,每 一 
条 与 x 轴 平 行 的 直线 y= yo 都 是 不 动 直线 ,并 且 

P(xz,yo) ~ P' (z+ ryo,y) = P(x’ ,yo), 

因此 zx“ 一 z= ryo, 这 说 明 直 线 y= yo 上 每 一 点 沿 zx 轴 方 向 平移 了 ryoe1( 图 5.3). 
显然 移动 的 距离 与 点 的 纵 坐 标 ( 的 绝对 值 ) 成 正比 . 

当 r=0,s 关 0 时 , 则 为 沿 y 轴 方 向 的 错 切 . 


5.3.2 仿 射 变换 的 性 质 


由 于 满 秩 矩 阵 的 逆 和 矩阵 是 满 秩 的 ,所 以 仿 射 变换 的 逆 变 换 也 是 仿 射 变换 . 又 因 
为 满 秩 矩 阵 的 乘积 是 满 秩 的 ,因而 两 个 仿 射 变换 的 乘积 也 是 仿 射 变换 ,于 是 平面 上 
全 体 仿 射 变换 的 集合 组 成 一 个 变换 群 , 称 为 仿 射 变换 群 .下面 介绍 仿 射 变换 的 另外 
一 些 性 质 . 

命题 5.3.1 〈1) 仿 射 变换 把 直线 变 成 直线 ,并 保持 点 线 的 结合 关系 不 变 ( 即 
若 点 在 一 直线 上 , 则 像 点 在 像 直线 上 ) 以 及 保持 直线 的 平行 性 . 

(2) 仿 射 变换 保持 共 线 三 点 的 简单 比 不 变 . 

证 明 设 o 是 仿 射 变换 , 它 在 仿 射 坐标 系 中 的 公式 为 (5.3.1). 令 

x= (zy) ,x = (x,y)T,v = (a,b)', 


则 (5.3.1) 式 可 写 为 
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x =Crtv. (5.3.3) 

(1) 在 平面 x 上 任 取 一 条 直线 1:b1z+ bpy+c=0, 令 5=(b1,65b2), 则 1 的 

方程 可 写 为 
bix+c=0. 
将 (5.3.3) 式 代入 上 式 得 
biCix’ -biC lvt+c=0, (5.3.4) 

这 是 zx',y 的 一 次 方程 (其 系数 不 全 为 零 ,请 读者 验证 ) ,因此 它 表示 一 条 直线 !. 
若 点 忆 在 直线 1 上 , 则 点 PP 的 像 必 在 直线 /上 . 另 一 方面 ,把 公式 (5.3.3) 代 入 
的 方程 (5.3.4) 就 得 到 ! 的 方程 ,这 说 明 /上 每 一 点 在 oc 下 的 原 像 都 在 直线 1 上 ， 
因此 o 把 直线 / 变 成 直线 /. 

仿 射 变换 保持 直线 的 平行 性 , 即 把 平行 直线 变 为 平行 直线 ,证 明 与 命题 5.2.1(2) 
类 似 , 留 给 读者 . 

(2) 仿 射 变换 把 直线 变 为 直线 ,因此 把 共 线 三 点 变 为 共 线 三 点 . 设 在 给 定 的 仿 
射 坐 标 系 下 ,A(zi,yi),B(zz,yz),C(z3,y3) 为 共 线 三 点 ,在 仿 射 变换 (5.3.1) 下 
它们 的 像 点 分 别 为 A (zf ,yf ),B' (zz ,yi ),C (zs , ). 需 证 (A,B,C)= 
(A’,B’,C’). 简 记 (A,B,C)=4 ,那么 有 

(x3 — X13 一 y1) = A(x2 一 x3,y2 一 y3)， 
po X37™ Xi 3 SL 
X27 3 V2 3 
同 理 有 
0 
Z2 一 Z3 32 一 33 


再 由 (5.3.1) 式 ,得 
a 2Z3 一 2Z1 Cu(x3~ Zz1) + ci2(y3 — y1) 
ya 2 X27r3 cu(z2— 7X3) + ci2(y2 一 33) 
本 cl1ACZ2 — Z3) + cl2A(y2 一 y3) 
ct(z2 一 Z3) + cl2(3y2 一 3) 
所 以 (4A ,B ,CC )=(A,B,C). 
命题 5.3.2 ” 仿 射 变换 将 二 次 曲线 变 为 二 次 曲线 . 
证 明 提 要 ”因为 二 次 曲线 的 方程 是 关于 坐标 zx ,y 的 二 次 方程 ,而 仿 射 变换 是 
用 坐标 的 一 次 式 给 出 的 ,并 且 它 是 可 北 变 换 ,因此 仿 射 变 换 将 关于 z,y 的 二 次 方 
程 变 为 关于 zx“ ,y 的 二 次 方程 , 即 把 二 次 曲线 变 为 二 次 曲线 . 
进而 可 以 证 明 仿 射 变换 把 椭圆 、 双 曲线 .抛物线 分 别 变 为 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 
线 . 
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如 同 正 交 点 变换 诱导 出 平面 的 向 量变 换 那 样 , 仿 射 点 变换 o 也 可 诱导 出 平面 
的 一 个 向 量变 换 , 将 它 仍 记 为 c ,定义 如 下 : 设 a 是 平面 x 上 的 一 向 量 ,在 x 上 取 
点 A,B 使 了 访 =a. 设 o 将 A,B 分 别 变 为 4A',B', 令 a =o(a)=AB .下 面 导出 它 
的 坐标 表示 . 
取 定 一 个 仿 射 坐标 系 ,o 的 坐标 表示 如 (5.3. 1) 式 所 示 . 设 a= (X,Y),a’ = 
(X’,Y ),A,B,A’,B’ 的 坐标 分 别 为 (zl,yi),(zz,yz),(zl ,yi ),(z2 ,y2 ), 则 
X=xz-Zz Y=y-y, X=z-zZz Y=y-y1, 


且 . 
@ = c(») + 全 = 1 ,2 
于 是 
ss 
从 而 由 仿 射 点 变换 o 诱导 的 向 量变 换 的 公式 为 
[el (5.3.3) 


将 这 样 的 向 量变 换 叫做 仿 射 向 量变 换 、 
命题 5.3.3 仿 射 变换 所 诱导 的 仿 射 向量 变换 保持 向 量 的 线性 关系 不 变 . 


证 明 将 向 量 a 的 坐标 写成 列 向 量 形式 a = 加 , 则 (5.3.5) 式 可 写成 


oc(a) = Ca， 
于 是 对 Xa + yb(4 ,yp 为 实数 ) ,有 
o(Aa + bh) = C(Xha + yb) = CC) + Cl pb) 
= ACa + pCb = Mo(a) + polb). 
例 5.3.3 已 知 仿 射 变换 o 在 一 仿 射 坐标 系 中 的 公式 为 
Z = 4r-3y—5, 
y =3z 一 2y+2， 
又 直线 /1 的 方程 为 3z + y 一 1=0, 求 4 的 像 方程 . 
解法 一 ” 仿 射 变换 (5.3.6) 的 逆 变 换 为 
= 一 2z +3y ~- 16, 
y=—3zrx +4y -23, 
将 它 代入 1 的 方程 得 9x -13y +72=0, 所 以 / 的 像 直 线 方 程 为 9x 一 13y+72= 
0. 


(5.3.6) 


解法 二 设 /的 像 直 线 : 的 方程 为 Az + By + C=0. 将 (5.3.6) 式 代入 得 
A(4z -3y-S)+B3z-2y+2)+C=0， 
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它 也 是 直线 的 方程 ,于 是 有 
44A+3B -3A-2B -5A+2B+C 
RS 
解 得 A:B:C=9:( 一 13):72, 于 是 /的 方程 为 9zx -13y+72=0. 
解法 三 ”直线 ! 过 点 Po(0,1), 方 向 向 量 v = (1, 一 3). 由 点 变换 公式 (5.3.6) 
得 Po 的 像 点 Po 的 坐标 为 (一 8,0). 又 利用 公式 (5.3.5) 求 得 


Py el el 
因此 / 的 像 直线 /过 点 (-8,0) ,方向 向 量 为 (13,9) ,其 方程 为 
T+8 yy 


13 9 

我 们 知道 , 正 交 变换 保持 点 之 间 的 距离 不 变 , 保 持 向 量 之 间 的 夹 角 不 变 , 从 而 
保持 图 形 的 面积 不 变 , 然 而 一 般 的 仿 射 变换 却 不 具有 上 述 性 质 . 下面 讨论 在 仿 射 变 
换 下 图 形 面积 的 变化 规律 . 

命题 5.3.4 在 仿 射 变换 下 ,平面 上 不 同 图 形 面积 的 变化 率 均 相同 , 即 存在 由 
仿 射 变换 决定 的 常数 d ,使 得 任 一 图 形 S 的 像 S 的 面积 是 图 形 S 的 面积 的 d 售 . 
我 们 把 d 称 为 该 仿 射 变换 的 变 积 系数 . 

证 明 ”因为 平面 图 形 的 面积 可 作为 若干 个 三 角形 面积 之 和 的 极限 ,因此 本 命 
题 只 需 就 三 角形 来 证 明 就 行 了 . 

设 仿 射 变换 o 在 仿 射 坐标 系 {tOjiet,ez} 中 的 变换 公式 如 ($.3.1) 式 所 示 , 则 

eli = o(e1) = cllel + c2162， 862 = a(e2) = cl2el + c2282. 
设 人 ABC 经 o 变 为 人 ABC . 知 
AB = Xiel + Yies, AC = Xoel + Y2e,, 

则 AB = Xi ef +Yiey ， AT =Xef + Yel .将 全 ABC, 全 A'B'C' 的 面积 分 
别 记 为 Sanpc ,Saa'Bc ,我 们 有 


co weep > 


1 J’ - 
2 | 1AB xA re 2 1 A1Y2— XYi1 le: Xe>|. 

el X ez = (cil el + c21 e2) X (ci2 el + c22 e2) = (C11 c22 一 C12C21) el X e2， 
SAABC- 


=| cllc22 一 Cl2zc21 1 三 1 detC |， 
SAABC 
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|detC | 就 是 由 仿 射 变换 o 所 决定 的 变 积 系 数 4 . 

注 ”利用 代数 知识 可 以 证 明 : 仿 射 变换 o 的 公式 中 的 系数 矩阵 C 的 行列 式 与 
仿 射 坐标 系 的 选取 无 关 . 

推论 平面 上 两 个 图 形 的 面积 之 比 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 . 


2 2 
例 5.3.4 证 明 椭圆 = + 疙 =1(a,5>0) 的 面积 是 xab. 
Qa 


证 明 由 


, 2 2 . 
所 定义 的 伸缩 变换 o。 将 椭 加 ;+ 55= 1 变 成 贺 z?+ y?=1( 图 5.4). 变换 o 的 系 
1 
数 矩 阵 为 | 
9 区 
2 
Sd 的 面积 为 xab. 
注 变 积 系 数 可 按 下 法 求 出 : 因 点 O(0,0),A(a,0),B(0,5) 的 像 分 别 是 点 
0-(0,0),A (1,0),B (0,1D ,入 ABO 与 人 A'B'O' 的 面积 分 别 是 了 ob 入, 故 d 
1 


ab 
5.3.3 仿 射 变换 的 几 个 重要 结果 
定理 5.3.1 ( 仿 射 变换 基本 定理 ) (1) 仿 射 变换 将 仿 射 坐标 系 变 成 仿 射 坐 标 


0 2 
, 故 变 积 系数 d = 地. 而 圆 z+y?=1 的 面积 为 x, 故 椭圆 
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系 ,并 且 使 得 任意 点 P 在原 系 中 的 坐标 等 于 它 的 像 P' 在 新 系 中 的 坐标 . 

(2) 对 于 平面 上 任意 两 个 仿 射 坐标 系 工 和 工 ', 存 在 平面 的 一 个 点 变换 o, 它 将 
点 卫 对 应 于 点 已 ,使 得 点 已 在 坐标 系 工 中 的 坐标 等 于 点 已- 在 系 工 中 的 坐标 , 那 
么 o 是 仿 射 变 换 . 

证 明 (1) 设 {O;el,e2| 为 仿 射 坐标 系 , 仿 射 变换 o 把 点 O 变 为 点 O ,把 向 量 
e; 变 为 向 量 ef ,i=1,2. 设 e;= OL;,Ai 在 oc 下 的 像 为 Af , 则 

e; = o(e;) = o(OA.) = ON, 和 
因为 0,Ai,As 三 点 不 共 线 ,所 以 O ,Af ,A7 三 点 也 不 共 线 ,从 而 1O’;ef ,el | 
也 是 仿 射 坐标 系 (图 5.5). 

设 点 卫 在 {O;e1, ez| 下 的 坐标 为 (zx,y), 邑 OB = zel + yez. 据 命 题 5.3.3， 
OP = zef + yel ,因而 点 在 {0 ;ef ,el | 下 的 坐标 为 (x，y). 

(2) 已 知 平面 上 任意 二 仿 射 坐标 系 工 = 
iO;e1,e2} 和 I = 10O' ;ef ,ez |}. 依 要 求 规 
定 的 点 变换 c:x 一 r,P 一 PP’ 满足 下 列 条 件 ;: 

OF = Tel 十 ye2 OP = Ze21 + ye2. 
假定 在 1O;el,ez} 下 ,点 O 的 坐标 为 (a ,65)， 
点 号 的 坐标 为 (x ,yy ),el = ciiei t+ c21e2， 
e2 = cl2el+ c2262. 由 

OF = O00 +OP = O00 + xef 十 ye2 
得 到 


= Cl11 袜 十 cl2y 十 CQ， 
y = cart+cry+b. 


图 5.5 


又 因 ef ,ei 不 共 线 , 故 zo, A c 是 仿 射 变换 . 
21 22 


注 “本 定理 指出 ,对 于 平面 上 任意 两 个 仿 射 坐标 系 工 和 工 ,存在 惟一 的 仿 射 
变换 把 工 变 为 工 . 定 理 中 (2) 说 明 存 在 性 ,(1) 说 明 惟 一 性 .该 定理 等 价 于 :由 平面 
上 不 共 线 的 三 对 对 应 点 可 惟一 确定 一 个 仿 射 变换 . 

例 5.3.5 求 仿 射 变换 使 x 轴 ,y 轴 的 像 分 别 是 直线 x 一 y-1=0 和 x+y+1 
=0, 点 (1,1) 的 像 为 点 (0,0) . 

解法 一 ” 设 所 求 的 仿 射 变换 公式 为 

r= CHZ + cl27y + Q， 
= c21Z + c2y + b, 
利用 题 设 条 件 确定 上 式 中 的 六 个 系数 . 
o 把 点 (1,1) 变 为 (0,0) , 故 
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+cz2z+a=0， (5.3.7) 

ca + c2+b=0. (5.3.8) 

o 将 xz 轴 变 为 x 一 y 一 1=0, 即 直线 x 一 y 一 1=0 的 原 像 为 y=0, 从 而 直线 
(cliz tci2y+a)—(cart+cr2y+6)—-—-1=0 (5.3.9) 


就 是 直线 y=0, 于 是 存在 数 上 使 得 


(ci 二 c217) 工 十 (cl12 一 c22)y 十 (a -bb— 1) Eo== ky,， 


故 
ci = c2， cl 一 cz 三 Ra = 0+1L. (5.3.10) 
类 似 地 ,o 把 y 轴 变 为 直线 z+ y+1=0, 可 推出 存在 数 h 使 得 
(cu+ca)rz+ (cyt+ cz)yt+ (at+b+1)=hz, 
于 是 有 


cl1+ cxt=h, cl 三 一 C22， a=-b-1. (5.3.11) 


由 (5.3.7),(5.3.8),(5.3.10),(5.3.11) 解 得 ol = t= ,c= -cw 
=0,6= 一 1,k= 一 1,h =1. 所 求 的 仿 射 变换 为 


二 
人 
.0 
了 


为 减少 计算 量 ,对 上 述 解法 进一步 提炼 ,得 下 列 较为 简捷 的 解法 . 
解法 二 将 点 (z,y) 经 过 变换 o 得 到 的 像 点 的 坐标 z ,y 看 成 z,y 的 基数 . 
已 知 直线 xz 一 y 一 1=0 的 原 像 为 y=0, 由 (5.3.9) 式 知 x 一 y -1=0 就 是 直 
线 y=0, 于 是 存在 数 上 使 得 
rT-y-1= ky. 
而 o 把 点 (1,1) 变 为 (0,0), 用 z=1,y=1,x =0,y =0 代 入 上 式 求 出 k= 一 1. 
同 理 ,直线 x+ y+1=0 的 原 像 为 x=0, 故 x +y +1=0 就 是 直线 z=0, 于 
是 存在 数 h 使 得 
Z +y +1= hz. 
用 z=y=1,zx =y =0 代 入 上 式 得 h=1. 所 求 的 仿 射 变换 的 逆 变 换 是 
r=xX +y+l1, 
i 


所 求 的 仿 射 变换 为 
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定理 5.3.2 ”任何 一 个 平面 仿 射 变换 可 分 解 为 正 交 变换 与 沿 两 个 互相 垂直 方 
向 伸缩 的 乘积 . 

证 明 任 取 一 个 直角 坐标 系 .由 (5.3.1) 式 给 出 的 仿 射 变换 o 把 圆心 在 点 DO 
的 单位 圆 C 变 成 中 心 在 点 O 的 椭圆 C“( 图 5.6). 设 AoA “与 BoB' 是 C' 的 两 条 互相 
垂直 的 对 称 轴 , 记 向 量 


fi 至 OA ,f, =OB ? 


并 将 它们 单位 化 ,得 

ei = ed e2 = - 

| fil | f21 

于 是 有 仿 射 坐标 系 1O 3; fi,f2| 和 直角 坐标 系 1O ;el ,ez | . 又 设 在 o 下 fi1,f2 的 
原 像 为 el,ez, 即 oc(e;)=f,i=1,2, 因 而 o 将 1O;el,e2| 变 为 10O';f1,f2j .由 于 
椭圆 的 两 条 对 称 轴 是 互相 共 县 的 , 即 每 一 条 对 称 轴 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 沿 着 另 一 
条 对 称 轴 的 方向 ,而 仿 射 变换 o 保持 共 堪 性 不 变 , 因 此 ei,ez 也 是 单位 圆 C 上 互 
相 垂直 的 半径 向 量 , 故 {Oj;el,ez} 为 直角 坐标 系 . 应 用 定理 $.2.1, 存 在 正 交 变 换 gp 
把 坦 角 坐 标 系 {Ojiel,ez} 变 成 直角 坐标 系 !1O“;ei ,ez 上 .而 由 

ly 
定义 的 平面 伸缩 变换 y 把 坐标 系 {O' ;el ,ez | 变 为 {0 ;fi ,fz 11. 于 是 Jy 把 {0O; 
e1,e2| 变 为 {0O ;fi1, fo . 据 定理 5.3.1,o = gw, 因而 仿 射 变换 o 可 分 解 为 正 交 变 
换 9 与 沿 两 个 互相 垂直 方向 伸缩 少 的 乘积 . 


习 题 5.3 


1. 设 ABCDEF 为 正六 边 形 .已 知 
(1) 点 A,B,C; (2) 点 A,B,D 
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在 仿 射 变换 下 的 像 ,分 别 求 作 正六 边 形 ABCDEF 在 仿 射 变换 下 的 像 . 
2. 设 仿 射 变换 o 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 变换 公式 为 
蕊 三 工 十 2， 
y=3x-y-1. 
(1) 求 曲线 zx? 一 2y+ 3=0 的 像 的 方程 
(2) 求 曲 线 xz? + y=4 的 原 像 的 方程 . 
3. 设 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 ,给 出 了 下 列 点 的 坐标 : 
A(—-1,0),B(0,—1),C(—3,1),D(2,1),E(—1,3),F(—2,4). 
(1) 求 把 点 (0,0) 变 为 A, 点 (1,0) 变 为 B, 点 (0,1) 变 为 C 的 仿 射 变换 的 公式 ; 
(2) 求 把 点 A,B8,C 分 别 变 为 点 DD,E,F 的 仿 射 变换 的 公式 . 
4. 证 明 两 条 平行 线段 之 比 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 . 
5. 若 仿 射 变换 c: x~>xz 把 某 一 个 圆周 S! 变 为 等 半径 的 圆周 , 则 o 是 正 交 变 换 . 
6. 设 平面 的 一 个 仿 射 变换 o 使 直线 上 上 的 每 一 点 都 不 动 ,又 a(A)=A ,oco(8)=B". 证 明 : 
(1) 直线 AB 与 A'B' 或 同时 平行 于 2, 或 相交 于 ! 上 一 点 ; 
(2) 直线 AA“ 与 BB- 彼此 平行 . 
7. 写 出 下 列 仿 射 变换 的 变 积 系数 :伸缩 \ 位 似 \、 错 切 . 
8. 写 出 下 列 仿 射 变换 的 变换 公式 : 
(1) 它 把 直线 z+ y 一 1=0 变 为 2x+y-2=0, 把 直线 z+2y=0 变 为 z+y+1=0, 把 点 
(1,1) 变 为 (2,3); 
(2) 它 有 两 条 不 动 直线 3z+2y-1=0 和 xz+2y+1=0, 并 且 把 原点 变 为 点 (1,1). 
9. 求 仿 射 变换 
Z =2z+27 一 1， 
ew 
y 三 一 了 一 2y 十 了 
的 不 动 点 和 不 动 直线 . 
10. 已 知 仿 射 变换 o 在 仿 射 坐标 系 工 中 的 变换 公式 为 
全 = 一 2z+3y>y 一】， 
y =4r-y+3, 
仿 射 坐标 系 工 "的 原点 在 工 中 的 坐标 为 (4,5) ,两 个 坐标 向 量 在 工 中 的 坐标 分 别 是 (2,3) 和 
(1,2), 求 o 在 工 ' 中 的 变换 公式 . 


5.4 二 次 曲线 的 度量 分 类 与 仿 射 分 类 


本 节 简 单 介绍 德 国 数学 家 克 菜 因 ( 下 .Klein) 运 用 变换 群 对 几何 学 进行 分 类 的 
思想 ,结合 平面 上 的 二 次 曲线 ,说 明 它 在 度量 几何 与 仿 射 几何 中 各 是 怎样 分 类 的 . 
5.4.1 变换 群 与 几何 学 的 分 类 


中 学 的 几何 属于 欧 氏 几何 的 范围 . 欧 氏 几何 研究 的 长 度 、 角 度 、 面 积 、 体 积 等 主 
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要 内 容 都 是 与 图 形 的 特定 位 置 无 关 的 性 质 , 即 当 图 形 从 一 个 位 置 挪动 到 另 一 个 位 
置 时 不 会 发 生 改 变 的 性 质 , 这 里 所 谓 挪 动 指 的 是 平移 旋转 、 反 射 以 及 它们 的 乘积 ， 
也 就 是 说 欧 氏 几何 研究 的 图 形 性 质 是 在 正 交 变换 群 下 不 变 的 性 质 与 量 . 克 莱 因 总 
结 并 推广 了 上 述 思 想 , 于 1872 年 在 德国 埃 尔 朗 根 (Erlangen) 大 学 的 教授 就 职 演讲 
中 , 作 了 题 为 《关于 近世 几何 学 研究 的 比较 》 报 告 . 在 他 的 报告 中 ,首先 提出 了 几何 
学 与 变换 群 关系 的 思想 ,他 用 变换 群 的 观点 对 当时 已 经 出 现 的 所 有 几何 学 进行 分 
类 ,指出 每 一 种 几何 研究 的 都 是 图 形 在 某 个 特定 变换 群 之 下 的 不 变性 质 . 克 莱 因 的 
报告 后 人 称 之 为 埃 尔 朗 根 纲 领 . 它 虽然 不 完全 适用 于 以 后 几何 学 的 发 展 情况 ,但 是 
在 几何 学 的 发 展 历史 上 起 到 了 巨大 的 推动 作用 . 

定义 5.4.1 平面 上 的 几何 图 形 在 正 交 变 换 下 的 不 变性 质 ( 或 几何 量 ) 称 为 图 
形 的 度量 性 质 (或 正 交 不 变量 ) ,研究 这 些 性 质 的 几何 学 叫做 度量 几何 学 ( 即 欧 几 里 
德 几何 学 ) ;几何 图 形 在 仿 射 变换 下 的 不 变性 质 ( 或 几何 量 ) 称 为 图 形 的 仿 射 性 质 
(或 仿 射 不 变量 ) ,研究 仿 射 性 质 的 几何 学 叫做 仿 射 几何 学 . 

正 交 变换 是 仿 射 变换 ,因而 正 交 群 是 仿 射 群 的 子 群 ,所 以 仿 射 性 质 ( 仿 射 不 变 
量 ) 也 是 度量 性 质 ( 正 交 不 变量 ). 仿 射 几 何 的 基本 性 质 包 括 同 素性 ( 即 仿 射 变换 将 
点 变 为 点 ,直线 变 成 直线 ) ,结合 性 ( 仿 射 变换 保持 点 与 直线 的 结合 关系 )、 平 行 性 ， 
它们 也 是 度量 性 质 . 共 线 三 点 的 简单 比 是 基本 仿 射 不 变量 也 是 正 交 不 变量 .但 是 在 
仿 射 变换 下 ,可 以 改变 两 点 之 间 的 距离 以 及 两 直线 之 间 的 角度 (例如 伸缩 变换 ), 因 
此 关于 两 点 间 的 距离 (以 及 线段 的 长 度 ) ,二 直线 的 夹 角 、 垂 直 , 轴 对 称 以 及 图 形 的 
面积 等 这 些 度 量 性 质 或 正 交 不 变量 都 不 是 仿 射 性 质 与 仿 射 不 变量 . 

经 过 平面 上 的 一 个 正 交 变换 或 仿 射 变换 ,平面 上 的 一 个 图 形变 成 另 一 个 图 形 ， 
下 面 进 一 步 考 虑 它们 之 间 的 关系 . 

定义 $.4.2 ” 设 C1,C, 是 平面 上 两 个 图 形 . 

(1) 如 果 存 在 一 个 正 交 变 换 p: r 一 r 使 得 p(Ci) = C2 ,那么 Ci 与 Cs 称 为 正 
交 等 价 的 (或 度量 等 价 的 ); 

(2) 如 果 存 在 一 个 仿 射 变换 c: x 一 x 使 得 c(Ci) = C2, 那 么 Ci 与 C> 叫做 仿 
射 等 价 的 . 

平面 图 形 看 成 由 点 组 成 的 集合 ,所 谓 一 变换 把 图 形 Ci 变 到 C;, 指 的 是 这 个 变 
换 引起 的 集合 Ci 到 Cz 的 一 一 对 应 .由 于 正 交 变 换 包 含 刚体 运动 与 反射 ,因此 二 
图 形 度量 等 价 指 的 是 几何 图 形 全 等 .如 欧 氏 几何 中 不 全 等 的 三 角形 是 不 同 的 图 形 ， 
但 车 采用 仿 射 几何 的 观点 ,任何 两 个 三 角形 都 是 仿 射 等 价 的 ,因为 平面 上 不 共 线 的 
三 对 对 应 点 惟一 决定 一 个 仿 射 变换 ,这 意味 着 平面 上 任意 给 定 两 个 三 角形 ,总 可 以 
通过 一 仿 射 变换 把 其 中 一 个 变 成 另外 一 个 .又 如 任何 两 条 线段 都 是 仿 射 等 价 的 ,但 
只 当 它们 等 长 时 才 度 量 等 价 . 

不 论 正 交 等 价 还 是 仿 射 等 价 都 是 平面 图 形 间 的 一 个 关系 ,下 面 以 正 交 等 价 为 
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例 来 看 这 种 关系 具有 的 性 质 . 

1) 自 反 性 :每 一 个 图 形 与 它 自身 正 交 等 价 .这 是 因为 恒 等 变换 是 正 交 变换 ,而 
恒 等 变 换 把 一 个 图 形变 成 自身 . 

2) 对 称 性 : 若 图 形 Cl; 与 Cs 正 交 等 价 , 则 C, 也 与 Ci 正 交 等 价 . 因为 若 正 交 
变换 9 使 得 op(C1) = C2, 则 op 1!(C,) = ,而 2 1 也 是 正 交 变 换 . 

3) 传递 性 : 若 Ci 与 Cs 正 交 等 价 , C, 与 Cs 正 交 等 价 , 则 Ci 与 Cs 正 交 等 价 . 
因为 若 正 交 变 换 g,y 使 得 gp(Ci)= C2,y(C2) = C3, 则 乘积 gy 把 Ci 变 成 C3, 即 
gp(C1)=y(9(C1))= yg(C2)= Cs3s, 并 且 yp 也 是 正 交 变换 . 

仿 射 等 价 这 种 关系 也 具有 以 上 三 个 人 性质 ( 留 给 读者 验证 ) .我们 把 具有 自 反 性 、 
对 称 性 和 传递 性 的 关系 称 为 等 价 关 系 , 于 是 正 交 等 价 关系 、 仿 射 等 价 关 系 都 是 等 价 
关系 . 

利用 这 两 个 等 价 关 系 ,我 们 可 对 平面 上 的 几何 图 形 的 集合 进行 分 类 .把 互相 仿 
射 等 价 的 图 形 归 人 同一 类 ,于 是 平面 上 的 几何 图 形 分 解 为 许多 类 ,这些 类 称 为 仿 射 
等 价 类 .属于 同一 仿 射 类 的 图 形 彼此 都 仿 射 等 价 ,而 不 同 仿 射 类 的 图 形 都 不 仿 射 等 
价 .同样 利用 正 交 等 价 关系 则 把 平面 上 的 几何 图 形 分 解 成 许多 度量 等 价 类 . 比较 这 
两 种 分 类 ,前 者 粗 , 后 者 细 , 每 个 度量 等 价 类 都 包含 在 一 个 仿 射 等 价 类 中 ,而 每 个 仿 
射 等 价 类 都 由 许多 度量 等 价 类 组 成 .例如 全 体 三 角形 构成 一 个 仿 射 等 价 类 , 它 包 含 
了 无 穷 个 度量 等 价 类 ,其 中 每 个 度量 等 价 类 都 由 互相 全 等 的 三 角形 组 成 . 


5.4.2 平面 二 次 曲线 的 度量 分 类 和 仿 射 分 类 


在 4.8 节 中 我 们 用 平面 直角 坐标 变换 将 二 次 曲线 的 方程 进行 化 简 , 找 出 最 简 
单 的 所 谓 “ 标 准 方程 ”. 而 平面 直角 坐标 变换 和 平面 正 交 点 变换 在 形式 上 均 为 满 秩 
线性 变换 ,并 且 由 一 次 项 系数 组 成 的 矩阵 为 正 交 矩阵 ,因此 从 点 变换 的 观点 来 考察 
二 次 曲线 方程 的 化 简 , 将 化 简 过 程 所 实施 的 直角 坐标 变换 理解 为 正 交点 变换 ,在 曲 
线 的 度量 等 价 类 中 找 出 “最 简单 的 代表 ”, 这样 一 来 我 们 可 以 将 4.8 节 中 关于 二 次 
曲线 分 类 定理 改 述 为 关于 二 次 曲线 度量 分 类 的 定理 . 
定理 5.4.1 在 直角 坐标 系 中 ,任意 二 次 曲线 
ailZ2 + 2ay2xy + azy +2b1T+2b2yt+c=0 


度量 ( 正 交 ) 等 价 于 下 列 曲 线 之 一 : 


2 
交 5 人 ce i 
2 2 2 2 
Xz > 过 y 2 
| A =70. = 2p7 
a2 b ”a ps 
y-a?:=0, y+a*=0,y=0 


其 中 a ,5 ,p 均 为 正 数 . 
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这 九 种 曲线 彼此 不 度量 等 价 , 而 且 用 同一 种 方程 表示 的 曲线 当 系 数 不 同 时 , 它 
们 也 彼此 不 度量 等 价 ,因此 二 次 曲线 有 无 穷 多 个 度量 等 价 类 . 

将 上 述 定理 中 的 九 种 方程 用 仿 射 变换 进一步 化 简 ,具体 来 说 对 前 五 种 方程 作 
变换 


7 Se TL, 
a 
a 
对 y=2pzx 作 变换 
|” = 2px, 
y 二 y， 


对 y 土 a?=0 作 变换 


于 是 我 们 有 下 列 结论 . 
定理 5.4.2 在 仿 射 坐标 系 中 ,任意 二 次 曲线 
ayx + 2a12Ty 十 apy +2b1T+2b2y+c=0 


仿 射 等 价 于 下 列 曲线 之 一 : 


z+y=1, r+t+y=-1, r+y=0, 
rr-y=1, x:-y=0, y 
y—-1=0, y+1=0, y=0, 


并 且 这 9 条 曲线 彼此 不 仿 射 等 价 , 因 此 二 次 曲线 可 分 成 9 个 仿 射 等 价 类 ,以 上 述 曲 
线 为 其 代表 . 

二 次 曲线 的 仿 射 分 类 的 一 个 应 用 , 见 例 5.4.1. 

例 5.4.1 证 明 : 椭 圆 的 任意 一 对 共 罗 e 直 径 把 椭圆 内 部 分 成 四 块 面积 相等 的 
部 分 . 

证 明 ” 任 给 一 椭圆 C, 任 取 它 的 一 对 共 堪 直径 11 和 Ls. 由 定理 5.4.2 知 ,椭圆 
C 与 单位 图 Cl:x? + y=1 在 同一 个 仿 射 类 中 , 故 存在 仿 射 变换 o 把 C 变 成 Cl. 由 
于 直径 的 共 示 性 是 仿 射 不 变 的 ,因此 o 把 11,1 变 成 Ci 的 一 对 共 思 直径 lf 和 /2 . 
设 C 的 内 部 被 上 和 7 分 成 的 四 块 是 CY,C 人 ,C3,C 的 ;CC 的 内 部 被 lf 和 2 
分 成 的 相应 四 块 是 CI, C 人 2 , Cf, CO. 显然 o 把 C 中 变 成 C1,i =1,2,3,4. 因 
为 圆 Ci 的 共 思 e 直 径 互 相 垂 直 , 所 以 庄 Cf (i=1,2,3,4) 的 面积 均 相 等 ,而 C1? 和 
CO 中 的 面积 之 比 等 于 o 的 变 积 系数 ,i=1,2,3,4, 故 C4D ,C4) ,CG) ,C4G) 的 面积 也 
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相等 . 
习 题 5.4 


1. 证 明 :(1) 两 对 相交 直线 正 交 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 交角 相等 ; 

(2) 任意 两 对 相交 直线 必 仿 射 等 价 . 

2. 证 明 :(1) 平面 上 所 有 平行 四 边 形 恰好 组 成 一 个 仿 射 类 ; 

(2) 平 面 上 的 梯形 有 无 穷 多 个 仿 射 类 ,从 而 平面 上 的 四 边 形 有 无 穷 多 个 仿 射 类 . 

3. 在 仿 射 变换 下 不 变 的 几何 概念 叫做 仿 射 概念 . 试 证 二 次 曲线 的 渐 近 方向 、 非 渐 近 方向 ， 
直径 、 共 罗 直 径 和 切线 都 是 仿 射 概念 . 

4. 证 明 : 以 椭圆 
的 任意 一 对 共 思 直 径 和 椭圆 的 交点 为 顶点 的 平行 四 边 形 的 面积 都 等 于 2ab. 


5. 证 明 : 椭 圆 的 过 共 思 e 直 径 与 椭圆 的 交点 的 切线 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 是 一 个 常数 . 
6. 在 人 ABC 三 边 BC ,CA ,AB 上 上 顺 次 取 三 点 L ,M,N 使 


试 证 和 ABC 与 人 LMN 有 相同 的 重心 . 

7 设 和 人 ABC 外 切 于 一 椭圆 , 切 点 D,E,F 分 别 在 边 AB, BC， CA 上 . 试 证 AE, CD,BF 相 
交 于 一 点 . 

8. 证 明 :(1) 双 曲线 的 切线 和 它 的 渐 近 线 确 定 的 三 角形 的 面积 是 一 个 常数 ; 

(2) 双 曲线 两 条 渐 近 线 之 间 的 切线 线段 被 切 点 等 分 . 


5.5 空间 的 正 交 变换 和 仿 射 变换 简介 
和 平面 的 情形 一 样 ,可 以 在 空间 讨论 刚体 运动 、 正 交 变换 与 仿 射 变换 、 由 于 定 
义 方式 .论证 方法 类 似 , 本 节 只 列举 定义 和 主要 结论 . 
5.5.1 空间 的 刚体 运动 


在 空间 右手 直角 坐标 系 |1O;i,j,Kk| 中 ,由 公式 
rr 一 之 十 Q， 
; =y+b, 
z 一 之 十 c 
给 出 的 点 变换 pg:P(z,y,z)-~P (zy，,z ) 叫 做 平移 变换 . 
记 v =(a,6b,c), 则 点 P(z,y,z) 与 P(x ,y ,x ) 满 足 关系 PP =w ,因而 9 


是 由 向 量 v 决定 的 平移 . 
设 男 有 一 右手 直角 坐标 系 1O;i ,j,k |, 且 络 , 六 ,在 坐标 系 {O;i,j,k} 中 
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的 坐标 分 别 为 (di ,dz1,da1), (di2,dzz,d32) 和 (d13,d23,d33), 即 
i = duit+ dj + dak, 
lh = dl2t + dj + dk, 
~ lk’ = dyi + dj + daak, 
则 
du di dy 
da d2» dd» 
| da daz d33 
是 正 交 和 矩阵 , 且 detD=1( 参 看 4.1 节 ). 现 在 用 公式 
: = duzx + di2y + di3z, 


D = (5:5.1) 


y = qd2ziz + dyy + dz, 
z = dax+ dy + d33z, 
给 出 的 点 变换 zr:P(zx,y,z) 一 P(x ,y ,z ) 称 为 空间 的 绕 原 点 O 的 旋转 变换 ， 
这 里 点 P' 的 坐标 是 对 坐标 系 |1O;i,j,k| 取 的 . 
与 平面 的 情形 一 样 ,我 们 把 空间 中 的 平移 . 旋转 以 及 它们 的 乘积 叫做 空间 的 
(刚体 ) 运 动 . 易 见 空间 运动 在 一 直角 坐标 系 中 的 公式 是 
并 


TX 


VY 


a 


= D|y|t+ 


多 


之 之 C 
其 中 了 如 (5.5.1) 式 所 述 , 它 是 正 交 矩阵 且 detD=1. 
5.5.2 空间 的 正 交 变换 


定义 5.5.1 者 空间 的 一 个 点 变换 保持 点 之 间 的 距离 不 变 , 则 该 变换 叫做 空 
间 的 正 交 ( 点 ) 变 换 或 保 距 变换 . 

容易 验证 空间 的 平移 变换 、 绕 定点 的 旋转 变换 因而 空间 的 刚体 运动 均 为 正 交 
变换 . 

例 5.5.1 在 空间 取 一 平面 x, 将 空间 中 每 一 点 对 应 到 它 关 于 平面 x 的 对 


称 点 PP 的 变换 称 为 关于 平面 x 的 镜面 反射 ,简称 为 反射 .如 果 我 们 选取 这 平面 为 . 


zOy 平面 ,那么 反射 变换 公式 为 


易 见 镜面 反射 是 正 交 变换 . 
空间 的 正 交 变换 具有 如 下 的 性 质 : 
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(1) 正 交 变 换 把 共 线 三 点 变 成 共 线 三 点 ,并且 保持 共 线 三 点 的 简单 比 不 变 ; 它 
把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 点 . 

(2) 正 交 变 换 把 直线 变 成 直线 ,并 且 保 持 直线 的 平行 性 ; 它 把 线段 变 成 线段 ， 
并 且 保 持 线段 的 分 比 不 变 . 

(3) 正 交 变 换 将 平面 变 成 平面 ,把 平行 平面 变 成 平行 平面 ,把 相交 平面 变 成 相 
交 平 面 . 

(4) 正 交 变换 的 乘积 是 正 交 变 换 ; 正 交 变 换 是 可 逆 变 换 ,并且 它 的 逆 变 换 也 是 
正 交 变 换 . 于 是 空间 的 全 体 正 交 变换 构成 空间 的 一 个 变换 群 , 称 为 空间 的 正 交 变换 
群 ,简称 为 正 交 群 . 

由 空间 的 正 交点 变换 可 以 诱导 出 空间 的 向 量变 换 , 称 为 空间 的 正 交 向 量变 换 ， 
其 定义 类 似 于 平面 情形 ,并 且 

(5) 正 交 点 变换 所 诱导 的 正 交 向 量变 换 保 持 向 量 的 线性 关系 不 变 ,保持 向 量 
的 长 度 不 变 , 保 持 向 量 的 夹 角 不 变 因 而 保持 向 量 的 内 积 不 变 . 

定理 5.5.1 正 交 变换 9 把 任意 一 个 直角 坐标 系 工 变 成 一 个 直角 坐标 系 ( 记 
作 开 ) ,并 且 使 得 任意 点 P 的 工 坐 标 等 于 它 的 像 已 的 下 坐标 . 

反之 ,如 果 空 间 的 一 个 点 变换 y 使 得 任意 点 在 直角 坐标 系 工 中 的 坐标 等 于 
Q 的 像 Q“ 在 直角 坐标 系 贡 中 的 坐标 , 则 y 是 正 交 变 换 . 

定理 5.5.2 空间 点 变换 y 是 正 交 变换 当 且 仅 当 yg 在 一 个 空间 直角 坐标 系 中 


的 公式 为 
x du dz dwsl{z a 
y |= |da dz dzs| ly|+ / ， (5:52) 
zz” ds! d3z d33) \z C 


定理 5.5.3 空间 的 正 交 变 换 或 是 空间 的 运动 ,或 是 镜面 反射 ,或 是 空间 的 运 
动 与 镜面 反射 的 乘积 . 


5.5.3 ”空间 的 仿 射 变换 
定义 5.5.2 空间 的 一 个 点 变换 c, 如 果 它 在 一 个 仿 射 坐标 系 中 的 公式 为 


ly 
y 十 
C31 C32  C33) 之 


其 中 系数 矩阵 C= (ci ) 是 满 秩 的 ( 即 detC 承 0), 则 称 o 是 空间 的 仿 射 (点 ) 变 换 . 
此 定义 与 仿 射 坐标 系 的 选取 无 关 . 


Xz cll C12 C13 
» 

及 
之 


a 


一 
em 


， (5.5.3) 


C21 C22 C23 


C 
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例 5.5.2 由 公式 


x 一 之 ， 
= y， (& 为 不 等 于 1 的 正 数 ) 


T= 让 
| = hy，【1,h ,k 为 不 全 等 于 1 的 正 数 ) 


确定 的 变换 是 分 别 沿 zx 轴 、y 轴 、z 轴 方 向 的 三 个 伸缩 变换 的 乘积 ,也 是 一 个 仿 射 
变换 . 

空间 的 仿 射 变换 的 性 质 有 : 

(1) 两 个 仿 射 变换 的 乘积 是 仿 射 变换 ; 仿 射 变换 是 可 逆 的 , 且 它 的 逆 变 换 仍 为 
仿 射 变换 . 因此 空间 的 全 体 仿 射 变换 的 集合 组 成 一 个 变换 群 , 称 为 空间 的 仿 射 变换 
群 ,简称 为 仿 射 群 . 

空间 的 仿 射 变换 具有 与 正 交 变 换 相同 的 性 质 (1),(2),(3), 即 

(2) 仿 射 变换 把 共 线 三 点 变 成 共 线 三 点 ,并且 保持 共 线 三 点 的 简单 比 不 变 ; 它 
把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 点 . 

(3) 仿 射 变 换 把 直线 变 成 直线 , 把 平行 直线 变 成 平行 直线 ;把 线段 变 成 线段 ， 
并 且 保 持 线段 的 分 比 不 变 . 

(4) 仿 射 变换 把 平面 变 成 平面 ,把 平行 平面 变 成 平行 平面 ,把 相交 平面 变 成 相 
交 平 面 . 

但 空间 的 正 交 群 是 仿 射 群 的 子 群 ,因此 正 交 变换 所 具有 的 性 质 不 一 定 为 仿 射 
变换 所 具有 ,下 面 列 举 的 仿 射 变换 性 质 (5) ,(6) 便 可 看 出 其 差异 . 

由 空间 的 仿 射 点 变换 可 诱导 出 空间 向 量 的 一 个 变换 , 称 为 空间 的 仿 射 向 量变 
换 , 但 

(5) 空间 的 仿 射 向 量变 换 只 保持 向 量 的 线性 关系 不 变 . 

(6) 设 仿 射 变换 o 由 公式 (5.5.3) 给 出 , 则 o 按 同 一 比值 detC | 改变 任意 空间 
区 域 的 体积 . 

我 们 把 由 仿 射 变换 c 所 决定 的 常数 |detC| 叫 做 变 积 系数 . 

定理 $5.5.4 念 射 变换 把 仿 射 坐标 系 工 变 成 仿 射 坐标 系 了 ,并 且 使 任意 点 PP 
的 工 坐标 等 于 它 的 像 已 的 开 坐 标 .反之 ,具有 这 种 性 质 的 空间 点 变换 是 仿 射 变 换 . 

定理 5.5.5 空间 的 任何 一 个 仿 射 变换 可 分 解 为 一 个 正 交 变 换 与 一 个 沿 三 个 
互相 垂直 方向 的 伸缩 变换 的 乘积 . 
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5.5.4 二 次 曲面 的 度量 分 类 与 仿 射 分 类 


类 似 于 平面 情形 ,对 空间 图 形 可 引入 正 交 等 价 ( 或 度量 等 价 ) 和 仿 射 等 价 的 概 
念 ,并 且 将 空间 图 形 按 正 交 等 价 关系 或 仿 射 等 价 关系 进行 分 类 . 而 仿 射 变换 将 二 次 
曲面 变 为 二 次 曲面 ,下 面 就 二 次 曲面 介绍 度量 分 类 和 仿 射 分 类 . 

在 第 4 章 中 ,我 们 用 直角 坐标 变换 将 二 次 曲面 的 一 般 方程 化 简 为 17 种 标准 方 
程 ,因此 二 次 曲面 共有 17 种 .由 于 直角 坐标 变换 公式 与 空间 正 交 点 变换 公式 在 形 
式 上 是 一 样 的 ,因此 从 点 变换 的 观点 来 考察 二 次 曲面 方程 的 化 简 ,将 化 简 过 程 所 实 
施 的 直角 坐标 变换 看 成 是 正 交 点 变换 ,可 以 将 二 次 曲面 的 分 类 定理 改 述 为 二 次 曲 
面 的 度量 分 类 定理 . 

定理 5.5.6 在 直角 坐标 系 中 ,任意 二 次 曲面 

allzZ“ + azy + a +2a12ry +2a137rz + 2a23yz + 


2ausT +2axmyt+2aazt+aau=0 


度量 ( 正 交 ) 等 价 于 下 列 曲 面 之 一 : 

2 2 人 2 三 , 
1 
a pp c a bb ©€ a 6 TC 
2 y 2 更 y z2 2 y 
a 
a2 bb cc Q bb c a DC 

2 2 2 -a2 ,ey) 2 .2 
x bd z yy 之 yy z 也 
一 
a b>? a 0 a2 0 a 六 

25 2 7 
之 .yy 之 2 XX 也 2 
一 十 一 =0， 一 一 一 =1， 一 一 一 =0， x -2py=0 
a bp? a bb a bb fy 
X=a:, Xx:= -a’:, zx:=0 


其 中 a ,65,c ,pp 均 为 正 数 . 

这 17 种 二 次 曲面 彼此 不 度量 等 价 , 而 且 用 同一 种 方程 表示 的 曲面 当 系 数 不 同 
时 ,它们 也 不 度量 等 价 .因此 二 次 曲面 有 无穷 多 个 度量 等 价 类 . 

将 上 述 定理 中 的 诸 方程 再 通过 适当 的 仿 射 变换 进行 化 简 , 就 可 得 到 二 次 曲面 
的 仿 射 分 类 . 

定理 5.5.7 二 次 曲面 仿 射 等 价 于 下 列 曲 面 之 一 : 

r+yt+z=1l, x+y+z=-1, x+y -z=1, rx:+y -z=—1, 

z+y+e=0, z+t+y -z=0, r+y=z, rz-y=z, 


rx:+y:=1, z+y=—1, zx:+y=0, rx —y = Z2 一 多 =0， 


22 一 y=0， z=1, xz2= -1， x:=0, 


并 且 这 17 张 曲面 彼此 不 仿 射 等 价 . 因此 二 次 曲面 可 分 成 17 个 仿 射 等 价 类 ,以 上 述 
曲面 为 其 代表 . 
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习 题 5.5 


1. 在 直角 坐标 系 中 , 求 出 把 点 (0,0,0) ,(0,1,0),(0,0,1) 分 别 变 成 点 (0,0,0) ,(0,0,1),(1， 
0,0) 的 正 交 变换 公式 . 

2. 证 明 :(1) 分 别 对 于 两 个 平行 平面 的 反射 变换 的 乘积 是 一 个 平移 ; 

(2) 分 别 对 于 两 个 相交 平面 的 反射 变换 的 匀 积 是 一 个 绕 定 直线 的 旋转 . 

3. 若 一 个 仿 射 变换 有 三 个 不 共 线 的 不 动 点 , 试 证 :由 这 三 点 确定 的 平面 上 的 每 一 点 都 是 不 
动 点 . 

4. 设 空间 仿 射 变换 o 把 平面 x 变 为 平面 x .又 点 A,B 不 在 x 上 ,A,B 在 oc 下 的 像 分 别 为 
A“’,B’“. 试 证 ; 

(1) 如 果 向 量 AB/x, 则 AB // x; 

(2) 如 果 A 和 B 在 x 的 同 侧 , 则 A“ 和 B 在 x 的 同 侧 . 

5. 证 明 ; 空 间 中 任 给 两 组 不 共 面 的 四 点 Al,As,As,A4s 和 Bi , B>, B3,B4, 必 存在 惟一 的 仿 
射 变换 把 A; 变 为 Bi,i=1,2,3,4. 

6. 求 满足 下 列 条 件 的 空间 仿 射 变 换 : 

(1) 平面 x+y+ zx=1 上 每 个 点 都 是 不 动 点 ,又 点 (1, 一 1,2) 变 为 点 (2,1,0); 

(2) 直线 工 = 之 = 一 上 每 个 点 都 是 不 动 点 ,而 点 (0,0,0) 和 (1,0,0) 互 变 . 


2 2 2 
7. 求 本 球面 有 + =1 围 成 的 区 域 的 体积 . 


习题 答案 与 提示 


习 题 1.1 


1. 相等 向 量 为 (2),(3),(5); 互 为 反 向 量 为 (1),(4). 

2: ME=atbt+c, 了 天 = ~atbtec,CE= -a-bt+c,DF=a-bte. 

3. (1) a,b 中 有 一 个 为 零 向 量 或 a,b 同 向 ;(2) b=0 或 a,b 反 向 且 |al 之 1b|; 

(3) a=0 或 a,b 同 向 且 |b| 之 |a|;(4) a,b 中 有 一 个 为 零 向 量 或 a,b 反 向 ;(5) a,b 互相 垂直 . 


— 交 4 2 和 
4. 成 = 二 1 sk,CD=31 sk: 


10. 设 CD 的 中 点 为 E, 连 结 ME, NE, 则 MN = ME +EN. 而 从 = 二 A, 开 = 广 丰 , 故 
2 N=AD+E,2+B=B+ ,PU + + A + =4MK. 


B20rliptH-Lo+2 
11. CM= 2 0 让 = 392+ 3 
12. 厂 = 也 人 岂 . 提 示 : 利 用 已 知 的 一 个 结论 , 即 三 角形 的 一 条 角 平分 线 分 对 边 之 比 
等 于 这 个 角 的 两 边 之 比 - 


15. “=>" 若 A,B,C 共 线 , 则 让 与 让 共 线 ,于 是 存在 不 全 为 零 的 实数 ,1 使 得 A+ 1AC 
=0 . 任 取 点 O, 由 上 式 得 - (kh+1)CXA+kOB+ LCCE=0 . 取 4= 一 (k+1),p=k,v=4, 则 有 
4+ OB+vCE=0 且 A+jp+y=0.“<=” 若 对 某 一 点 O 〇 ,有 不 全 为 零 的 实数 A,p,v 使 得 
AOA+uOB+ yOC=0 有 At+yt+ y=0, 则 4 = (y+v), 于 是 有 u(DB -OA) +y(CE -OA) 
=0 ;也 就 是 yAB+ vAE=0 . 易 知 py 不 全 为 零 ,从 而 AB 与 AC 共 线 ,A ,B,C 共 线 . 

16. 提示 :因为 A,B,C 不 共 线 ,所 以 A3 与 A 不 共 线 ,于 是 点 M 在 A,B,C 确定 的 平面 上 
GAM= .AB+ vAC, 其 中 An 为 实数 . 

17. 因为 O03, + O22;=4 O02;, OX + OX =AOA;,…, OA + OA = XOA,,OA, + OA2 
=AOX ,所 以 2(O02 + 0+… + OX)=4(OAi+ OR+…+ CA,), 从 而 (X 一 2)(OA1 + 
OC+…+O 让 )=0. 显 然 2, 因 此 OR1+ ORs+… + OA =0. 


习 题 1.2 


1. (1) B 的 坐标 为 (3,3,3);(2) 对 称 点 的 坐标 为 (1,3, - 3). 


1 1 1 4 5 5 ee | 
3. M( 了 ,了 ),P( 二 ,5),Q(, 忻 )'PRO 的 坐标 为 (30,30) 

4. A(0,0),B(1,0),F(0,1),C(2,1),D(2,2),E(1,2); 直 的 坐标 为 (一 1, - 2) ,了 的 从 
标 为 (一 2, 一 1). 

5. (1) (—11,17,6);(2) (33,20,20). 
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6. 分 点 坐标 为 (1,0,3) 和 (4， 二 232 


7. (1) 不 共 面 ,c 不 能 表示 为 a,b 的 线性 组 合 ;(2) 共 面 ,c= 三 a+ 三 了 


3 
(3) 共 面 ,c 不 能 表示 成 a,b 的 线性 组 合 . 
8. d=2a+3b+Se. 


习 题 1.3 
1. 设 BE 与 CF 相交 于 点 O, 要 证 AD 经 过 点 O, 为 此 只 要 证 A 后 =&A 方 对 某 个 实数 上 . 因为 
BF 平行 于 BC ,可 假设 A 志 = 、X 它 ,A 关 = 、A 坟 ,其 中 0<5<1. 现 将 A 训 表示 成 A 首 与 A 记 的 线性 组 
合 : 设 及 =4 豆 ,006=y 导 .用 两 种 方法 把 A 表示 成 妨 与 AE 的 线性 组 合 ,其 系数 含 A 和 jy. 具 
体 来 说 ， A AB+A AC,AO=ACE+C0=(1- ACE+ yw A. 于 是 可 解 得 
= = 一， ,A= a+ AC) = 一念. 因此 AD 经 过 点 O,AD ,BE,CF 相交 于 点 O. 


2. 由 本 作 \ 辣 十- \ 臣 区 1 站 C=4 必 ,下 = 十 + 下 =( 让 -A 硫 )+ 
(让 -本 )=(1-4)AC. 同 理 可 得 HF 隘 =(1 -A)ACE, 因 此 有 二 = 了 耻 , 说 明 EFGH 是 一 个 平行 
四 边 形 . 

3. 设 著 = 五 , 戈 = 伟 .用 两 种 方式 把 同一 个 向 量 A 舍 表示 成 A 考 与 A 包 的 线性 组 合 ,其 
系数 含 1 ,wx. 然后 利用 命题 1.1.1 可 得 到 4,y 的 两 个 方程 , 解 之 即 得 结论 . 

本 题 也 可 用 坐标 法 . 取 仿 射 标 架 1A; 让, AE| , 则 A,B,C,E,F 的 坐标 分 别 为 (0,0) ,(1， 
0),(0,D,(0, 记 ),( 计 ,0). 令 G 的 坐标 为 (z, 小 .设防 = 配 , 态 = 5 勤 . 利 用 定 比分 点 公 
式 得 


解 得 上 =6， /= 地 ,于 是 大 = 6 法, 地 = 二 本 ,从 从 而 GE= 一 7 BE, ,GF= CF. 
5. 1 ;2B,AC!.A,B, P,Q,R a 0),B(1,0),C(0， 


a ee 1T- 
Pa Q(T R(T 二 -), 于 是 交 = rp 


TD).P,Q,R gu , 即 它们 的 对 应 分 量 成 比例 .由 此 可 得 到 结论 . 


6. 先 证 AD 与 BE 必 相 交 , 为 此 只 要 证 2A 方 与 访 不 共 线 ,这 只 要 把 A 访 , 囊 都 表示 成 BB 与 作 
的 线性 组 合 即 可 看 出 . 设 AP 与 BE 交 于 点 M, 要 证 CF 经 过 点 M, 为 此 只 要 证 C= 上 人 对 于 
某 个 实数 ,方法 类 似 于 第 1 题 的 提示 所 述 . 


习 题 1.4 


1. (1) 13;(2) —7;(3) —61;(4) 73. 
4. 当 a,b 不 共 线 时 ,等 式 的 几何 意义 是 :平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 长 度 的 平方 和 等 于 它 的 
四 条 边 的 长 度 的 平方 和 . 
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6. (1) -地 ;02) - — 13;(3) V 14 ,arccos ,sroo0s 4 areons 3Y 1,(4) 本 ;(5) 40. 


7.(1) 恩 = 琉 +AC, 故 有 2:= 六 2+AC2+2 有 M.AC. 记 | 让 |=c,| 太 | =a,| 认 | 
=8, 于 是 ao2=82+c2 一 2pcosA; 

(2) 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 态 . 访 = (让 + 蔗 )-( 臣 + 人 配 )= (证 + 辟 ):( 蓄 -站 ) 
= 惰 2? -AB?, 由 此 可 导出 结论 ; 

(3) 设 站 ,下 ,下 分 别 为 BC,CA,AB 的 中 点 . 设 BC,AC 的 垂直 平分 线 交 于 点 M, 需 证 MF | 


下 .因为 0=1W- 配 = 地 (了 + 了 CC)(C- 态 )= 地 (CD), 所 以 [C1= 1 让 |. 同 


理 ,由 ji 古 .长 =0 得 | 下 | = 1 矿 1. 于 是 环 . 夺 = 寺 (个 +1 店 ).( 大 - 硫 ) =0, 太 上 
a8. 


8. (1) V6 6,arcoos ,A arccos 一 (2)VI0,V 了 4, 好 

9. a ed oe pf 

10. 因为 a,b,c 不 共 面 ,所 以 存在 实数 k;,i = 1,2,3, 使 得 r 二 kia+k2b+ kac, 于 是 r°r= 
r°(kiat+ kb+k3c)=0, 从 而 r=0. 

11. 在 四 面体 ABCD 中 , 设 AB|CD,ACJ| BD, 要 证 AD.L BCc. 计 算 内 积 访 .了 访 =( 丰 + 
访 )-.( 访 + 这)= (+ 六 + 六 ): 访 + 站. 访 =A. 玉 =0 便 可 知 .对 于 结论 第 二 部 分 . 
因为 AE+ = A 方 + 7, 故 A+ 芒 = 人 态 + 瑟 ,从 而 (+ 戎 )2=( 态 + 本 )2 ,17 记 |2+ 
| 访 |?=| 访 ?+ 1 让 |?. 同 理 ,由 A 访 + 人 = 仿 + AB 又 可 推出 |23|?2+ ll 
1A 方 |2. 


习 题 1.5 


1. (1) 16; (2) 144;(3) 40. 

2. (1) 分 别 用 a,b 去 叉 乘 等 式 a+ b+c=0 的 两 边 .几何 意义 :a+b+c=0 说 明 a,b,c 可 
构成 一 个 三 角形 ,因而 以 其 中 任意 两 个 为 邻 边 构 成 等 面积 的 平行 四 边 形 ; 

(2) 计算 (a 一 d)x (bce); 

(3) 由 定义 知 ri ,r2,rs 两 两 垂直 且 组 成 右手 系 , 又 |1rl|=|rzxrs|=|rzllrsl=|rsxr| 
|r3|1 = |rl||r3|, 而 | ri| 关 0， ee 
1 35 25 
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办 


一 ,二 ,一 ) 或 (一 全 ,一 ,一 一) (2) (之 ， 
0D (太志 本 有 减 (- 5Y3 V3 5 or 


.2 


eb 时 & 可 任意 取 值 ; 当 a 与 5 不 共 线 时 ,k= 土 1. 

. 提示 :bi Xb2= (A1p2 一 M2p1)(a1X a2). 

. 记 人 =ec, 和 C=b, 访 =a, 于 是 cta=5b, 因 此 有 bXxec=aXc=axb,lbl|leclsin 人 (b,c) 
allelsin/(a,c)=|allblsin (a,b).L(b,c)= AA,A(a,c)= -LB,/A(a,b)= 


Pe a 
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国 a 
ZC; ls |b|=6,lel=c, 所 以 bcsinA = acsinB = absinC ,一 一 i 


8. 取 仿 射 坐标 架 | 4A; 让 ,ZACE| ,计算 2 x AM,AM x AC,BE xBM. 

9. ax(bxe)=(10,13;19),(axb)xc=(-7,14,—7). 

11. (1) 因为 a.:b=0, 所 以 (axXb)Xa=(a:a)b-(b:a)a=|al2b,[(axb)xalxb= 
(lal*b)xb=0; 


(2)ax(axb)=-(axb)xa=-|al’:b, ax[ax(ax(axb))]=ax(ax 
(—|al26))=ax(—-lal*(axb))= -lal’*(ax(axb))=|alb. 
习 题 1.6 


2. 等 式 两 边 用 c 点 乘 . 

3. (1) 共 面 ;(2) 不 共 面 ,V =2. 

4. (axb,bxXe,cXa)=[(axb)x (bxe)]: (cxa)=[(a:(bxe))b-(b:(bxce))a]: 
(cxa)=(b,c,a)b:(cXa)=(b,c,a)’= (a,b,c). 

5. 在 等 式 d= za + 汕 + zc 两 边 分 别 与 向 量 bXc 作 点 积 , 得 (d ,b,c)= (za+ b+ zc,b,c) 


=z(a,b,c) +y(b, b,c) +a(eb,c)=z(a,b,c). 因 (a,b,c) 了 0, 于 是 有 z= ee 2. 同 理 
(a,d, c) 。 _(a,b,d) 

可 得 >= (oa ,Be) b,c)’™ (a,b,c) 

6. (1) 设 axb=e, 于 是 (aXb)x(cxd)=ex(cxd)=(e*d)c-(e:c)d=(a,b,d)c-— 
(a,b,c)d; 

(2) (axb)Xx(cxd)=—(cxd)x(axb)=-[(ec,d,b)a- (c,d,a)b]=(a,c,d)b-— 
(b,c,d)a. 

7. 利用 第 6 题 的 结果 . 

8. 利用 第 6 题 的 结果 . 


习 题 2.1 


1. (1) ES DeE 一 1+2x+i4z 一 3y+2z 一 7 三 0; 

(2) z=2-—-2ut+v,y=1+3u+3v,2=5-6u-12v6r+10y+3z-37=0; 
(3) x=3u,y=u,z= -2utv;rz—-3y=0; 

(4) z=2+2u,y=5+3u,z= -4+v;3T -2y+4=0. 

2. (1) x=5-4u—-v,y=1+S5u,z=3—-ut+2v;1l0z +9y+5z—-74=0; 


(2) z= 3+2u+ 壹 0;y=T -3u-3v,2- Ttut2vi6r+5y+ 3 -43=0. 


3 es lst= -4u,y= -2+2u+2v, z=40. 


下 30 一 
人 


. 
4 


Bi Ci Ci Ai Al Bl | 
B, (2 C2 A A, B, 
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ZI+Arz 3i+Ay2 ZI+Rz2 
5. 提示 :将 点 M 的 坐标 z= ET 代入 平面 的 方程 . 


6. (1) i ;(2) nmi ef 2y+ z=0. 


家 
7. (1) ey + =0;(2) -三 + 一 =0; 
VW VY i V2 万 如 
(3) -zx-2=0;(4) 和 xz- 信 y+ 二 z=0， 
S el 3 起。 
8. (1) p=5,cosa 7 ,cos 7 sCOSY 7 9 
(2) p=7,c0sa = A ea 六 
3° 3 ” 3 
1 +9 z—3 
9 1 = = 
V2 一 
= a 
(2) 6 a 
xz-1l_y_z+2 
(3) 1 1 2 


10. 2xz— y+3z+4=0. 


11. 设 平面 方程 为 一 一 十 了 十 7 一 =1, 将 它 化 为 法 式 方程 后 可 求 得 m = 土 7, 所 求 平面 方 
程 为 6z -2y 一 3z 土 42=0. 

12. 提示 :平面 x 的 方程 为 zo0(x 一 zx0)+ yo(y 一 y0)+ xzo(z- zo)=0, 它 与 三 条 坐标 轴 的 交 
点 分 别 是 


A(S -0 ,0) ， B(0, 乞 -0)， C(0,0, 二 ) 


于 是 


S 
sme = 广 1 矶 x 好 1= 广 - a 


| X00Z0 人 
13. 提示 : 设 A(z,0,0),B(0,y,0),C(0,0,z). 利 用 
让 .让 = 到. 古 = 夺 .25=0 
2 2 2 
可 求 得 A(2 ,0,0),B(0, ,0),C(0,0, tt 


六 ) 在 平面 ABC 上 ,该 平面 方程 为 2az+2py+2cz=a2+82 二 c2. 


a 5b 
). OP 的 中 点 (也 ,了 ， 


习 题 2.2 
1. (1) 平行 ;(2) 相交 ;(3) 重合 . 
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3 一 站 5 | 

4. (1) 平行 ;(2) 直线 在 平面 上 ;(3) 相交 . 

. (1) z+5y+z—-1=0;(2) llz+2y+z—-15=0. 

.w=2,8= 一 4. 

.〈1) 相交 ;(2) 平行 ;(3) 异 面 . 

. 与 z 轴 相 交合 /! 与 x 轴 有 惟一 公共 点 今 下 述 方程 组 
AiT+ Biy+ Ciz + Di = 0,， 
A2z+ By + C2z + D2 = 0, 


o JOO 


z=0, 
y=0 
有 惟一 解 全 Ci, C2 不 全 为 零 ,上 且 C1D,= C2D1. 
此 外 ,i 作为 二 平面 的 交 线 ,要 求 Ai: Bi: Cl 天 Az:B2z:C2 ,所 以 
1 与 z 轴 相 交 忆 Al:Bi:CIl 关 A2:B:C,Ci:Cs= D1:D,, 且 Ci,C2 不 全 为 零 . 
x-—l1 z+2 xX—4 之 十 上 
9 0 0 1 2 5 3 
(3) 所 求 直线 ! 在 经 过 直线 1 且 与 向 量 (8,7,1) 平 行 的 平面 x; 上 ,=1,2, 因 此 /是 zl 与 
zz 的 交 线 ,其 方程 为 


2z 一 3y+Sz+41=0， 
并 一 一 zz 一 17=10. 
10. 在 入 ABC 所 在 平面 上 取 一 仿 射 标 架 |A; 有 ,AC}. 写 出 直线 AQ , BR , CP 的 方程 . 
AQ ,BR ,CP 共 点 号 它们 的 方程 组 成 的 方程 组 有 惟一 解 . 
11. 对 三 角形 ABC, 取 仿 射 标 架 {A;A,AC| . 求 出 入 ABC 的 顶点 与 对 边 分 点 的 连 线 的 方 
程 , 解 方程 组 . 
12. 分 两 种 情形 :(1) 若 ri/ rz 或 ri 与 xz 重合 , 则 所 求 直 线 不 惟一 ,其 方向 向 量 (X,Y， 
Z) 满 足 AIX+ BiY+CIZ=0;(2) 若 xi 与 xz 相交 , 则 所 求 直 线 惟 一 ,其 方向 向 量 为 


B! GC| |IG Ai| 14， 8, 
[se As| |42 “i 
13. (1) 所 求 直线 具有 下 列 形 式 
| = pz, 
0 
或 
2 
p 0 1 
利用 与 已 知 直 线 委 直 的 条 件 求 出 p= - 村 ,因此 所 求 直线 方程 为 
a 
本 
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(2) 设 所 求 直 线 ! 的 方向 向 量 为 (X,Y,Z). 利 用 :与 2 相交 且 垂 直 的 条 件 列 出 两 个 方程 ， 
可 求 出 X=2Z,3Y= -SZ.7 的 方程 为 


和 


(4) 求 [ 与 x 的 交点 (0， EE 1,0) 及 il 的 方向 向 量 (2,1， 1). 
设 所 求 直线 lo 的 方向 向 量 为 (X,Y,Z). 利 用 1o 在 平面 x 上 以 及 1o 与 ! 垂直 的 条 件 列 出 
两 个 方程 , 求 得 X:Y:Z= -2:3:( 一 1), 所 求 直 线 的 方程 为 


14. 分 别 过 Mi,M, 作 平 面 X197X2 与 l 垂直 , 则 Ni 是 Lg | 与 l 的 交点 , NN， 是 A2 与 l 的 交 


17 - 必 震 23 1 24 _6 
点 .NI( 了 了 ， 7 了 7)Ne(7, 7 了 7 了) NN 
求 | NiNz| 的 另 一 方法 :! 的 一 个 方向 向 量 为 v (2,1,3). 
| MM .vw 
| NiN; 1=1 Py, Mi 1= a 
习 题 2.3 
1. (1) 9z +3y+5z=0;(2) 21z+14z 一 3=0. 
2. 2rz+27y 一 2z 一 =0. 
3. T+5y—7z+3=0. 
4. (1) x -2y+3z—14=0;(2) x -2y+3z—6=0. 
5. z+3y+2z+6=0. 
6. 3z+47y 一 z+1=0 和 >z-27y 一 S$z+3=0. 
7. 所 求 平面 x 属于 以 ! 为 轴 的 平面 束 


(2z+3y 一 4z+S)+AHA2z 一 z+7)=0. 
再 找 出 ! 以 及 2 的 方向 向 量 .利用 /上 的 条 件 求 得 :ww=7:5, 得 x 的 方程 为 24z+21y -33z 
+70=0. 
8. 因为 /与 4; 相交 ,所 以 /在 经 过 4; 的 某 个 平面 x; 上 ,i=1,2. 于 是 ! 是 xi 和 r2 的 交 线 ， 
利用 平面 束 的 方程 可 以 写 出 xi, rz 的 方程 . 
9. A1:A2= C1:C2= DD1:Dz 关 Bi1: Bz, 且 Bi,B 不 全 为 零 .提示 :Oxz 坐标 面 属 于 平面 束 
A(AIzT+ Biy+ Ciz+ Di)+ nx(Azr + Bry+ C2z + D,) = 0. 
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3. 点 O,B,E 在 平面 的 一 侧 , 点 A、D 在 另 一 侧 ,点 C、F 在 平面 上 . 
4. (1) (0,0, -2),(0,0, -6 入);(2) (2,0,0) (总,0,0). 

5.(1) 相 邻 二 面 角 内 ;(2) 对 顶 二 面 角 内 . 

6. (1) 1,19z -4y+8z+ 守 -0; 


(2) ID, —D,| 
V A+B+C 
7. 13z -Sly+ 10z=0. 
8. 设 定 比 为 (>>0). 取 一 个 直角 坐标 系 使 平面 x 的 方程 为 z =0, xi 的 方程 设 为 Aiz+ 
Biy+ Ciz+ Di=0. 那 么 到 xi 的 距离 与 到 x 的 距离 之 比 为 上 的 点 的 轨迹 方程 为 


Alzr+ Biy+ (C1 t kvVA?+ B+ C1)z + Di = 0. 
当 x// x, 且 k=1 时 ,点 的 轨迹 为 一 个 平面 ;其 余 情 形 为 两 个 平面 . 
9. 设 L,M,N 三 点 的 坐标 分 别 为 (x;, yy; ,zi),i=1,2,3, 则 公 LMN 的 重心 坐标 


,Ar+ By+ Ce+ 二 (Di+ D2)=0. 


_ TI+TZ2T7Z3 M+y+y Zl1+2z2+ 3 
ee 3 .2 3 
因为 Ari 杰 By; 二 Cz; + D; =0(i 1,2,3) , 故 重 心 的 轨迹 方程 为 
z Ar+ By+Cz+3(Di+ D+ D3)=0. 


10. (1) d =1, 公 垂 线 方程 为 
XxX+y+4z+3=0, 
rr-2y-2z+3=0; 


(2) 4 = 34  , 公 生 线 方 各 为 


人 
27Zz —5y+14z+10=0. 


7 _ 3r 8 8 
11. (1) 7 或 4 ;(2) arccos 1 或 arcoos 7 


12. (1) 交点 为 ( = ls— 3 一 4) ,交角 为 arcsin; 


(2) 交点 为 (1,0， -1) ,交角 为 局 


13. (1) 开 或 "1(2) arccos 二 或 x 一 arccos 一-. 
15. 射影 为 (7,1,0) ,对 称 点 为 (13,0,3). 
16. 射影 为 (1,1,3) ,对 称 点 为 (0,2,7). 
17. (1) x 一 z+4=0 或 z+20y+7z 一 12=0. 提 示 : 利 用 平面 束 ; 
(2) 将 已 知 直线 用 一 般 方程 表示 为 
z+1=0, 
3y+2z+2=0. 
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所 求 平面 属于 平面 束 
A(T+1)+y(3y+2z+2) = 0. 
利用 条 件 得 


| SA 十 9w | -3 
V 2 二 1372 


令 &= 寺 ,得 (5+9)2=9(42+ 13)，, 解 得 后 = 羡 , 避 = -6, 即 A:py=3:8 或 4:py= 一 6:1. 所 求 
平面 方程 为 3x+24y+16z+19=0 或 6x 一 3y 一 2z +4=0; 

(3) 先 求 出 直线 Li 和 12 的 公 垂 线 ! 的 方程 

TT—-z+4=0, 
1Sz+y 一 4z 一 1 = 0. 

再 写 出 过 ! 的 平面 束 方程 和 (x 一 z+4)+ jy(5z+y 一 4z 一 1)=0. 利 用 所 求 平面 与 ov 平行 的 条 件 
求 出 4:y= - 9:2, 从 而 所 求 的 平面 方程 为 x+2y+z-38=0. 

18. 设 过 4 的 平面 方程 为 


3 = 0. 
由 直线 与 平面 平行 的 条 件 可 求 得 A:y= 一 1:a, 因 而 所 求 平面 方程 为 


二 - 立 - 三 +1=0. 
a ob C 

1 过 点 Mi(0,0,c) ,方向 向 量 为 w = (0,5, - c) ,1 过 点 M2(0,0, - c) ,方向 向 量 为 w 志 

(a,0,c) ,于 是 
! (MM2v iw 2) | 2abc 
vv Vr a trap 
1 

dz a b 人 7h 

19. 取 /1 为 zx 轴 ,4 与 2 的 公 垂 线 为 x 轴 ,z 轴 的 正 半 轴 与 22 相交 于 点 P(d,0,0). 公 垂 
线段 OP 的 垂直 平分 面 经 过 点 (9 ,0,0) 具 与 公 生 线 垂直 ,因此 (1,0,0) 为 其 法 向 量 , 并 且 公 亚 线 


段 的 委 直 平分 面 的 方程 为 z- 纺 =0. 设 1, 的 方向 向 量 w = (X,Y,Z), 它 满足 1.X+0.Y+ 
0.Z=0, 故 X=0, 于 是 /2 的 方程 为 


上 且 Y 关 0. 
l2 上 任 一 点 M2 的 坐标 为 (d, YY ,Zi). 又 li 上任 一 点 Mi 的 坐标 为 (0,0,z), 因 此 M1iM 的 中 


点 坐标 为 (生殖 ,到 二 <) .由 于 +,z 可 取 任 意 实数 ,所 以 中 点 轨迹 方程 为 一 卫 


> 
习题 3.1 


1 1 1 3 
1. (1) zx:*+y+z:—x—y-z=0 或 (x a+(y 27) +(z 2 ) 4 


2 习题 答案 与 提示 


(2) (x -2)+(y-3)+(z+1)?=9 和 zi+(y+t+1)+(z+5):=9; 

(3) (zx -3)}+(y-3)}+(z-3)=9 和 (zx-5)*+(y-5)+(z—-5):=25 

(4) z+ y+(z-4)*=21. 

2. 提示 :点 (1,0,0),(1, -2,0),(0,2,1) 确 定 的 平面 方程 为 x+ z 一 1=0. 再 取 与 上 述 三 点 
不 共 面 的 点 O(0,0,0) ,经 过 这 四 点 的 球面 方程 为 z*+ y+ xz? 一 x+2y 一 9z=0. 于 是 所 求 圆 的 

Xx:+y+zi -xrx+2y~9z2=0, 
方程 为 Z+z 一 1=0. 
3. 提示 : 设 球 心 坐标 为 (a ,b,c), 则 有 方程 组 
fier Dr2r Do 


2.a+l.(6-1)+2.(c-1)=0， 
(ea -1i)z+pb2+(c-1)2=az+(b-12+(c 一 1)， 

解 得 球 心 坐标 为 { 虐 , 革 ,1 ) ,半径 为 呈 ,球面 方 程 为 ( =- 工 ) + ( >- 二 ) + (z-10)2= 互 ， 

wi 2)?+(y 一 6)?*+ z=4, 则 球 心 为 Co(2,6,0), 半 径 ~= 和 
求 球面 半径 为 R. 由 于 二 球 心 C 与 Co 的 距离 4= |6 记 | =3>2, 所 以 点 C 位 于 已 知 球面 的 外 
部 . 据 题 意 要 求 二 球面 相 内 切 , 故 d=R-r,R=d+r=5, 从 而 所 求 球面 的 方程 为 (x 一 4)?+(y 
-5)*+(z+2)?=25. 

5.(1) (3y—2z+4):+(z-— 二 生生 yy 一 2)*=126 或 13zx?+10y +5z?—4xy-— 
6xz -12yz —14z+28y—14z—105=0; 

(2) 点 (1, -2,1) 到 轴 / 的 距离 是 V 13 ,圆柱 面 方程 为 (2y 一 2z 一 4 + (2z+z+1l)2+(2z 
+y-1)2=117 或 8z2+S+Sxz2+4xzy+4zz 一 8yz -18y+18z-99=0. 


6. 所 求 圆柱 面 的 半径 为 5, 以 两 球面 的 球 心 连 线 二 = 耳 = -0 为 轴 , 故 圆柱 面 方程 是 |(z， 
y,2)X(2,1,0)|=5V2+12+0, z+4y +5z2 -4ry-125=0. 

8.(1) 27[(z—1)?+(y-2)*+(z—-3):]=4[2(z -1)+2(y-2)-(z-3); 

(2) (z+(y-2)2+(z-3) = (2r+2y- z—3). 

9. 提示 :圆锥 面 顶点 为 二 直线 的 交点 O(0,0,0), 半 顶 角 为 二 直线 的 夹 角 a( 锐 角 ),cosa = 


万 , 国 俊 面 方程 为 yt+ywt+ rz=0. 
10. 作 空间 直角 坐标 系 , 以 x 为 zxOy 平面 ,并 使 得 点 Po 的 坐标 为 (0,0,4). 
(1) x*+y -8z+16=0; 
(2) r+y -8z -8z+16=0. 
11. 取 两 定点 坐标 为 (0,0, 土 c)(c>0). 
(1) 设 定 比 为 k>0, 则 z2+ 六 +(z 一 Re (z+c)]. 当 =1 时 ,轨迹 为 平面 
z=0; 当 k 关 1 时 ,轨迹 为 以 (0,0,3 ls 让 6) 为 球 心 ,以 J “为 半径 的 球 而 


2 
(2) 设 距离 和 为 26>0, 显 然 6>c. 令 a=VB-2 方 各 为 瑟 + 号 + 瑟 =1 
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(3) 设 虐 离 莽 为 25>0, 则 0<b<c. 令 a=V 到 =- 束 , 方 程 为 蕊 + 下 -二 = -1 
a 


a? 82 
习 题 3.2 


1. (1) y=2z;(2) 2z2+2y .+27xy—1=0;(3) xy+ xz— yz — z=4;(4) (r+z—-2)+y 
=4;(5) (x +2z)?—10(z +2z)+25y =0. 


2. (三 ] + 人- 全 ) = 

3. (1) 4z2— yy -z=0;(2) ky -2pzr=0;(3) z+ x- z(y+2)=0. 

4.[4(z-2)-2(y-S$)]j2+[3(z-2)-2(z 一 4)]2=4( 工 一 2). 

6.(+z2)(z2+ z2)cosa = 六 ,以 原点 为 顶点 的 四 次 锥 面 . 

7. 解法 一 ”为 求 柱 面 方程 , 先 求 出 它 的 准 线 方程 .由 题 设 , 母 线 的 方向 为 cosa :cosa :cosa 或 
1:1:1( 其 中 a 为 母线 方向 与 三 坐标 轴 的 交角 ). 过 球 心 (0,0,0) , 作 垂直 于 母线 方向 的 平面 ,其 方 
程 为 x+ y+ z=0, 则 此 平面 与 已 知 球面 的 交 线 

a 
: 上 +y+z=0 
是 所 求 柱 面 的 准 线 方程 . 设 Pi(zi,yi,zi) 是 准 线 上 的 任意 点 ,过 Pi 的 母线 为 = z+ t,y= 1 
+t,z= zl+t, 于 是 有 zi=z-t yi=y-tyzl=z 一 zt 代 人 准 线 方程 得 
(zt2+(y 一 t+(z 一 z) =1， 
T+y+z—3t=0, 


消去 : 得 
22+yP+22- 荔 -加 -地 -了 = 9 
此 即 为 所 求 柱 面 方程 . 
解法 二 “根据 所 求 柱 面 的 母线 总 是 与 球面 相 切 的 几何 事实 ,直接 求 柱 面 方程 . 设 P(z,y，z) 
是 所 求 曲面 上 任意 点 ,过 已 的 母线 方程 可 表示 为 X=z+t,Yy=y+tiZ=z+t, 代 人 球面 方程 得 
32+2(rT+t y+2z)t+(xz+y+2e -1)=0. 
因为 母线 与 球面 相 切 的 充 要 条 件 是 上 式 关 于 上 有 重 根 ,于 是 
[2(z + y+2z)] -12(x+y+2z:—-1)=0, 
即 


3 
三 + 


8. 先 求 圆柱 面 的 轴 的 方程 .已 知 圆柱 面 母线 方向 w = (1,1,1) ,直线 x = y= zx 位 于 圆柱 面 
上 ,所 以 过 (0,0,0) ,垂直 于 w = (1,1,1) 的 平面 z+ y+ z=0 是 垂直 于 母线 的 平面 , 它 与 已 知 三 


直线 的 交点 为 (0,0,0),( -1,0,1),( 垃 ，- 与 ,全 )， 容易 看 到 图 柱 面 的 轴 是 到 这 三 点 等 距离 的 
点 的 轨迹 , 即 轴 上 的 点 (x,y,z) 满 足 
m+y+z= (r+1)+y+(z-1), 
| = (z -Fp+(y+37+(- 3 
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即 
x-z+1l1=0, 
TX-Sy+4z—-7=0 
将 轴 的 方程 改 为 标准 方程 
8 
rx+1 ys 之 


1 1 
商 -. 划 图 柱 面 上 任意 -点 P(z,y,z), 有 上 x Fo -exFeO 1, 于 是 有 (y- “+ 各 六 +(z- 


lv | 1v| 


2 A 
记 Po(-1， -三 ,0). 圈 柱 面 的 半径 即 为 两 平行 直线 2 = 之 之 间 的 距 


z-1)2+(z-y- 字 一 守 , 即 
Sz2 + Sy+5z -Sry— Sy — 5zr+2r+1ly- 13z= 0. 

9. 要 求 圆锥 面 的 方程 首先 求 出 圆锥 面 的 顶点 , 轴 的 方程 及 半 顶 角 . 

由 已 知 条 件 , 所 求 圆锥 面 以 0(0,0,0) 为 顶点 且 其 轴 应 与 三 个 坐标 轴 成 等 角 , 记 轴 的 方向 余 
弦 为 (cosa ,cos8,oosy), 则 有 1|oosa| = |cosB1= |cosy|1 ,而 co a + co8B+ oos7=1, 故 图 锥 面 的 轴 
有 四 种 可 能 的 情形 : 

T=y=zr=-y=r,rx=y=-z,-x=y=2, 


所 以 可 求 出 四 个 满足 要 求 的 圆锥 面 .下 面 求 以 zx = y= > 为 轴 的 圆锥 面 , 记 半 顶 角 为 a, 则 cosa 
- 方 ,从 而 能 面 方程 为 (+ ?+ z)2= x+ y+ 2? 即 xy+yw+zr=0. 


同 理 可 求 出 另外 三 个 满足 条 件 的 圆锥 面 方程 为 
Ty+yw-z2r=0,-xzyt+yw+zr=0 及 ry-w+zr=0. 
10. 曲面 xy+ y+ zz=0 是 以 厌 点 为 顶点 的 锥 面 ,而 平面 cz + by + cz=0 也 过 原点 ,从 而 
产 点 是 平面 与 锥 面 的 交点 之 一 .而 过 原点 的 直线 方程 可 设 为 
T=lt, y= mt, z= nt, 
其 中 /, m,n 不 同时 为 零 . 若 直线 是 已 知 平面 与 锥 面 的 交 线 , 则 直线 在 平面 上 , 故 
al+bm+cn = 0. 
又 直线 也 在 锥 面 上 ,因而 有 
im+mn+nl=0. © 


因 ,mm ,zn 不 同时 为 零 ,不 妨 设 "天 0. 由 〇 式 ,@ 式 得 


Ce 


m _ -(b+c—-a)tVA 
n 20 
其 中 A=oz+ 刀 +c-2 几 一 2ac 一 25c. 因 此 平面 与 锥 面 的 两 交 线 的 方向 数 分 别 为 
6-c-a+va.a-6-c+rva. 


人 2a 25 
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和 


因为 假设 两 条 交 线 是 正 交 直线 ， 所 以 
(b-c-a)-A (a-b-c)-A 
4c2? De 本 
即 


1 1 
一 + 一 + 一 =0. 
a b c 9 


习 题 3.3 


1. (1) 2z*+2y:—S5z*—58z—169=0; 

(2) 绕 工 轴 :yy+z2= zx4+8z?+16, 绕 y 轴 :y= x?+ zx?2+4; 
(3) 绕 工 轴 :x(y+z)=a4, 绕 y 轴 :(zx?+ xz)y := a; 
(4) z+ y=1,0<z<1; 


(5) z2 + y+ 2 1= (r+ty+e-1)’ 


(6) z+ tl) = (ry+2z 2) 


2. (1) 旋转 曲面 , 轴 为 z sd 有 


y=0; 
(2) 一 对 相交 于 = 轴 的 平面 ; 
(3) 长 形 旋转 椭 球 面 , 轴 为 y 轴 ， | 人 
(4) 旋转 双 叶 双 曲面 , 轴 为 y 轴 ， 母线 | 了 
+2z 一 1=0， 


(5) 旋转 单 叶 双 曲面 , 轴 为 = 轴 ， 号 绕 | 


3. z+y -az:=F. 当 a=0,B0 时， 国人 a0,B=0 时 ,曲面 为 圆锥 面 ; 
当 a 关 0,B 取 0 时 ,曲面 为 旋转 单 叶 双 曲 面 . 


4.a2(z2 十 y) + (6b -a)mz: ~ ab=0. 


习 题 3.4 


1. oj 和 它 在 平面 z=2 上 ,以 (0,2,2) 为 中 心 , 半 轴 长 分 别 为 2 和 1 的 椭 
之 一 2， 
圆 ; 
- 2z+y—7=0, 
2 4 -zl2-0, 
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4z 一 3y=0， 
(3) | ” “> ，” 位 于 平面 4z-3y=0 上 的 圆 ,以 原点 为 圆心 ,以 5 为 半径 . 
Z +y +z’=25, 
2. (1) z?+ 滨 一 z?=0, 以 原点 为 顶点 ,以 = 轴 为 轴 , 半 顶 角 为 45" 的 圆锥 面 ; 
(2) z2+ 冯 一 于 = 旋转 单 叶 双 曲 面 ; 
2 2 2 
(3) + 0,|zlSa,lyl<b, 1z| 志 c, 以 原点 为 顶点 的 二 次 锥 面 位 于 边 长 为 a， 
b,c 的 长 方 体内 部 分 . 
3. z+y+z:—y=0. 
4. (1) z= Roost ,y= Rsint ,z=¢c,0<t<27; 


12 k 2 
二 一 = 一 十 2 
(2) 并 24 ,y=t,z 28: ，,— OX<t<+%; 


1 x A 
,之 二 tant 或 X= 一 V coost ,y= 一 一 一 一 ,z=tant, 一 一 <t< 一 ，; 


1 
V cost V cost 2 2 


(4) z=a(u+v),y=b(u—v),z=2uv,— Lu,v<+%; 


(3) 过 = V cost ,y= 


(5) z= avooeusy= businu,z = .0Su<27, -<v<+%. 


5. 提示 ;建立 平面 直角 坐标 系 , 设 半径 为 a 的 圆 在 z 轴 上 滚动 , 且 点 了 的 初始 位 置 在 原点 . 
当 圆心 移 至 点 C 时 , 圆 与 直线 的 切 点 记 为 A. 令 6= 次 (人 夸 , 玖 ) .算出 XY(i, 仿 ) = 


_ (于 +60), 于 是 = 读 - 破 + 配 + 击 -op-snb)i+ra(1-oasg)7 ,其 中 pb(-oc<0< 


+ oo ) 为 参数 . 
6. 提示 :建立 平面 直角 坐标 系 , 取 定 圆 圆心 为 坐标 原点 , 动 圆 上 的 点 的 初始 位 置 为 定 圆 与 x 
轴 的 正 半 轴 的 交点 ,并 取 动 圆 圆 心 的 向 径 与 z 轴 所 成 的 有 向 角 0 为 参数 , 则 外 旋 轮 线 的 参数 方 


+ + 
3 0,y=(a+b)sing bsin 27 0, -oo<O<+o%. 


7. (1) z=zx(t)+ls,y= y(t)+ ms,2= z(t)+ns,a<teb, -<s<+%; 


(2) z=a+(x(t)—a)s,y=b0+ (y(t)-6)s,z=c+(z(t) -cec)s,a<iteb,—- oO<s< 


十 Co 


8. 设 直线 AB 的 方程 为 


程 是 x = (a + 6)cos0 — boos 


es 
z 二 0， 


则 C 点 的 坐标 为 (a,4,0). 在 COz 平面 内 ,以 O 为 圆心 ,以 OC 为 半径 的 圆 的 方程 为 


| A 
y= 三 XT, 

a 
r+y+2z=a+A. 


消去 参数 4 得 动 圆 所 产生 的 曲面 方程 为 
2( 工 2 十 y + 2z2) = az2(z2 + y). 
9. 解法 一 ” 设 直 线 /:x=zx +Xt,y=y + Yt,z= xz + 2t 与 题 中 三 条 直线 共 面 . /与共 
面 的 充 要 条 件 是 
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x-1 yz 
0 1 1 
X YZ 
同 理 可 得 另外 二 式 , 于 是 有 方程 组 

(y -> )X-(z -1)Y+(rx -1)Z=0, 

| (y +z)X+(z +l)Y+(zx +1)Z=0, 

(Sy -4z —3)X- (S$z +3z -4)Y+ (4x’ +3y -5)Z=0. 
因此 过 点 P(x',y ,zx ) 的 直线 ! 与 已 知 三 直线 同时 共 面 的 充 要 条 件 是 上 述 关于 X,Y ,2Z 的 方程 
组 有 非 零 解 ,从 而 该 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 . 

改 记 (zy ,z ) 为 (x,y,z), 则 点 (z,y,z) 在 曲面 上 的 充 要 条 件 是 


yz -x+1 ee | 


=0, 即 (=- > )X-(z -1)Y+(rx -1)Z=0. 


—y—2z z+l r+l = 0. 

Sy—4z—3 -Sr—-3z+4 4r+3y—5 

经 计算 得 曲面 方程 为 z?*+ yy 一 >?2=1, 它 表示 旋转 单 叶 双 曲 面 . 
解法 二 ”以 为 轴 的 平面 束 方程 为 (x 一 1) + A(y 一 z)=0, 以 Ll 为 轴 的 平面 束 方程 为 z+ 


1+ Jp(y+z)=0. 交 线 族 为 


Ee 
zf+i+Amy+>z)=1(0. 
将 /3 化 为 一 般 方程 得 

4z+3y-5=0, 
Sz+3z 一 4= 10. 


/与 13 共 面 , 则 
3 0 -5 
0 3 -4 
A -A -1 
AU NA 1 
经 计算 得 y= -1. 从 / 的 方程 中 消去 X,y 得 所 求 曲面 方程 为 xz?+ 六 - z*=1, 旋 转 单 叶 双 
曲面 . 
解法 三 ” 记 /1 上 的 动 点 P(1,4,4), 过 PP 和 1, 作 平面 xj:A(x+1)--(y+z)=0, 过 P 和 和/， 
作 平 面 x2:4[(z+1) 一 3(y 一 z)] 一 [3(z 一 1)+ (y+z)]=0. 所 求 曲 面 由 ri 与 xz 的 交 线 族 
A(z+1)= y+z, 
A[l(x+1)—-3(y—z)] = 3(xz -1)+(y+z) 
构成 ,消去 参数 A 即 得 所 求 曲 面 方程 . 


4 

5 
= 0. 

1 

1 
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4.—367x:+9y =5z. 

5. 过 > 轴 的 平面 方程 可 设 为 y= az 或 x=0, 而 平面 zx =0 与 已 知 椭 球 面 的 交 线 显然 不 是 
.又 平面 y= az 与 已 知 椭 球 面 的 交 线 方程 为 
(1 + 6a2)z2+2z2 = 8， 
y= azr. 
显然 该 交 线 关于 原点 对 称 , 且 经 过 已 知 椭 球 面 的 两 个 顶点 (0,0, +2) ,因此 所 求 圆 的 方程 也 可 以 
表示 为 


加 +y+z=4, 
y= az. 
由 1+6a?=2(1+ a?) 解 得 a= + 二 , 故 所 求 平面 方程 为 y= 土地 zx 

6. 提示 :由 椭圆 柱 面 的 几何 形状 知 , 只 有 过 xz 轴 或 过 y 轴 的 平面 去 截 曲 面 才 有 可 能 得 到 


,然后 按 第 5 题 中 的 方法 可 求 得 平面 方程 为 bz = +V a? -by. 
7. zOz 平面 与 已 知 椭 球 面 的 交 线 不 可 能 是 圆 ,所 以 可 设 所 求 平面 方程 为 z = 人 .该 平面 与 


已 知 椭 球 面 的 交 线 为 


从 方程 可 以 看 出 交 线 关于 原点 对 称 且 过 点 (0, 土 b,0) ,所 以 交 线 必 在 以 原点 为 球 心 ,以 8 为 半径 
的 球面 上 , 故 交 线 方程 也 可 表示 为 


z+y+e= 


z= kr 
或 
(1+k2)zi+y = 6b2, 
z = kz. 
因此 
经 计算 得 
8 一 < 要 Va 
C a 
故 所 求 平面 方程 为 


LE SE 
a 区 C 


8. 提示 :将 过 中 心 且 以 A,y,v 为 方向 余弦 的 直线 方程 写成 参数 形式 ,并 注意 此 时 参数 1z| 
的 几何 意义 即 可 证 得 . 


9. 设 长 短 轴 之 比 为 常数 一 ,0<4<1, 则 轨迹 方程 为 


0. 
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zx2 y z2 
a a 

10. 当 A<C 人 时, 椭 球 面 ; 当 C<AX<B 时 , 单 叶 双 曲 面 ; 当 B<A<A 时 , 双 叶 双 曲 面 ; 当 4> 
A 时 , 虚 椭 球面 。 

11. 当 | m1>1 时 , 交 线 为 椭圆; 当 |m|<1 时 , 交 线 为 双 曲 线 ; 当 |m| =1 时 , 交 线 为 两 条 直 
线 . 

x? z? 
12. 所 -区 -三 =1, 族 转 双 叶 双 曲面 
13. 将 交 线 方程 写 为 


Ca = 0， 


3 
并 pe 2 
a-*= ol+>), 
即 
yu 时 和 
(1+>)(3+2z 2+ y) = 0, 
EN 
3 z= 7 (1l+>), 
故 交 线 为 两 相交 直线 
1+ 之 =0，, 往 +y+z-2=0, 
2 和 3 
和 -和 
即 i 
y=~2, r+3y+3z—6= 0, 
rx-3z=0 rT-2y-5z=0. 


14. 单 叶 双 曲面 的 参数 方程 为 x = a secb cosp,y= sec0 sing,x= ctang,g,9 为 参数 且 


一 < 0< 了 ,0 委 p<2x. 双 叶 双 曲面 的 参数 方程 为 x = atanbcosp,y= ptanbsinp,z=c secb， 


0,9 为 参数 ， -F<0<7 ,0<9<2r. 


2 
15. 三 + = +2z. 取 正 号 时 ,轨迹 为 椭圆 抛物 面 ; 取 灸 号 时 ,轨迹 为 双 曲 抛物 面 . 
16. 将 直线 方程 分 别 化 为 标准 式 


1 0 0 0 1 0 
设 球 心 坐标 为 C(z,y,z), 则 由 点 到 直线 的 距离 公式 得 |(z,y,z-1)x(i,0,0)|=|(zyyyz+ 
1)x(0,1,0)|, 即 zx? 一 y= -4z, 此 为 双 暴 抛物 面 . 
17. 取 两 异 面 直线 的 公 垂 线 为 z 轴 , 公 垂 线 段 的 中 点 为 坐标 原点 ,过 中 点 作 公 垂 线 的 垂直 
平面 为 zxOy 平 面 . 记 两 异 面 直线 !,m 在 xOy 平面 上 的 射影 分 别 为 /,m ,! 与 m 的 两 个 互补 夹 
角 的 角 平 分 线 分 别 为 x 轴 ,y 轴 , 则 直线 ! 和 zm 的 方程 可 以 设 为 
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并 y z—a 并 y z+a 
ee 9 7 人 一 ga 一 
cosa sina 0 cosa “一 Sina 0 
动 点 P(z,y,z) 满 足 
1 (x,y,z — a) xX (cosa,sinag,0) 1=1 (xz,y,z + a) x(oosa, — sina ,0) 1， 


即 2az = 一 sin2a*xy, 双 曲 拍 物 面 . 
ac -如 =0, 二 次 锥 面 ,顶点 为 (0,0, 一 了)， 


a 2 单 叶 双 曲面 ， 
a 
ac 一 及 <0， 双 叶 双 曲 面 ， 
ac 一 六 2 尖 > 
~ lg-b<0, 椭 球 面 ， 
6b 去 0, 椭 圆 抛物 面 . 
-of _ We 椭圆 柱 面 ， 
虚 椭 圆柱 面 . 
习 题 3.6 
二 人 3 = aAxz, > 3 
1. (1) ee zz 二 (2) 和 
=y; y=A T= pi 
(3) Ww y+ z= 
Ma ee pxz= 一 (z+y+1); 
3 一 27 人 ， 
4 
0) Sa 
> XxX~2z=0, T=2, 
[y+3=0 y+3z=0. 
3 3z+2y 一 0z=0， 3z+2y 一 12=0， 
(3z-2y-12=0 3x-2y-6z=0 
A en 
2 —1 “这 1 2 


u(xz—y—-z)=2v(— y+z+2), 
v(xzT-y~-z)=u(y— z+2). 

7. 设 过 点 A( 一 1,0,3) 的 任意 直线 方程 为 z= 一 1+ Xt ,y= jt ,z=3+ wt, 直线 与 已 知 二 次 
曲面 的 交点 对 应 的 参数 : 满足 方程 (jw + 2XAy + 3A)z?+ (64 一 2v)zt =0. 又 直线 是 曲面 的 直 母 
线 , 则 jv+2XAy+3Xy=0 且 64 一 2v=0, 解 得 4:p:v=1:( 一 1):3 与 0:1:0, 因 此 所 求 直 母线 方 
a Ee 


2 


2 
8. 汀 一 林 =2z, 双 曲 抛物 面 


9. 提示 :(2) 与 (3) 利 用 例 2.3.3. 
“(4) 4 族 直 母 线 在 zxOy 平 面 和 yOz 平面 上 的 射影 直线 分 别 是 
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上 族 直 和 母线 在 xOy 平面 和 yOz 平面 上 的 射影 直线 分 别 是 


经 = (各 + 符 ]+ 之 ( 绎 - 符 ) 
a jp pa bo\p pa 


z=0 


2 (- 笃 + 笃 )+ 之 {- 皇 - 生 ), 
5 Hp pa 6 HA pa 


z=0. 


如 果 两 族 直 母线 中 有 某 条 重合 , 则 必 有 


OOO 


| 
© © ©S 日 


AM2 ,Ai aA2 Al M2 _Ai 
+G@ 得 1 + 一 0@+ 包 得 -元 =0, 则 和 一 允 =0, 不 可 能 . 
10. 提示 :与 上 题 类 似 . 
11. 提示 :用 平行 平面 族 截 曲面 ,证明 截 线 族 是 平行 直线 族 . 
(1) 用 平行 平面 族 zx + y= 上 (常数 才 0) 截 曲面 得 交 线 族 方 程 为 
| +y= 上 &， 
2 
Dy 
容易 验证 这 是 一 族 平行 于 固定 方向 (一 1,1,1) 的 直线 ,从 而 曲面 由 一 族 平行 直线 构成 , 故 曲 面 是 
柱 面 . 
(2) 方法 同 (1). 


2 
12. 36 1 二 z， 双 曲 抛物 面 . 


13. 以 A 族 直 母 线 为 例 .任何 一 条 4 族 直 母 线 均 可 表示 为 
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SG 
A 
CN 
4 2 1 
或 
2 过 
1+7 =0， 
人 
a C 
或 
i 
a 区 “3 
i 
1 p 0 
它们 在 xOy 平面 上 的 射影 分 别 为 
2x _ 区 
| 
z=0 
或 
EY 
全 时 
z=0 
或 


> | 一 


和 A 天 0 
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Ee 
| a “容易 验证 后 面 两 条 射影 直线 与 屡 椭 圈 相 切 . 又 前 面 的 射影 与 爵 椭 


z=0. 


要 1 1 1 1 1 1 
交点 的 》 坐标 满足 (2 )?( 寺 (4 一 你 + 了 D+ 本 (22 一 -5) 坟 二 二 (A+ 信 大 -1=0, 不 难 计算 其 


Sl lo rl 1 12_1)=0 起 4 二 瞩 商用 
判别 式 人 = 二 ( 7 4 二 -+1D(4(4+ 于 六 一 1)=0, 故 得 射影 直线 与 腰 椭 加 


有 惟一 交点 .因此 结论 成 立 . 
14. 9zx? 一 y+8z?2=8, 单 叶 双 曲面 . 


15. A 族 直 母线 方向 向 量 为 (a(4 -二 ),2b,c(X + 二)) ,p 族 直 母 线 的 方向 向 量 为 (a(j 


1),26, = ,两 族 直 母线 互相 垂直 的 充 要 条 件 为 


Sl 2_ 2 +， 工 sl 
a2(A Xr a 2 0. 
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又 两 族 直 母线 的 交点 坐标 为 


a(A+ py) bl(l-XAy) ca-p) 


I 1l+Ax Ln Q@ 


从 中 ,@ 中 消去 人,Aw 得 
CC 


故 得 两 族 直 交 母线 交点 的 轨迹 方程 为 


16. 提示 ;与 15 题 类 似 . 
zx2 yy z? 
17. 单 叶 双 曲面 -5 十 pe =1 的 两 族 直 母线 方程 为 


ht( 二 + 二) = (1+ 祈 )， ma( 三 + 一) = pz(1 一 产 )， 
^ 族 ; 立 之 上 族 : 这 多 
hz( -= Al 5 pa = lt+ 


过 ) 族 中 的 任意 一 条 直 母 线 的 平面 方程 为 

mi( 三 + 过) 一 X21 这)] + palAa( 一 ) (1-)] =0, 
即 

hipma( 王 + 三 ) -pa(1- 立 )]+ha[pa( 王 二) 一 Al+ 羡 )] =0. 
显然 它 通过 / 族 中 的 一 条 直 母 线 . 同 理 可 证 通过 y 族 中 任 一 直 母 线 的 每 一 平面 必 经 过 属于 4 族 
中 的 一 条 直 母 线 .但 这 个 结论 对 于 双 曲 抛物 面 不 一 定 成 立 .反例 :平面 一 + =24 (常数) 通过 


双 曲 擅 物 面 王 亏 =2z 的 A 族 直 母线 中 的 直 母 线 


但 它 不 通过 y 族 直 母线 


b 
中 的 任何 直 母 线 ,这 是 因为 y 族 直 和 母线 的 方向 向 量 为 o = (a,5,24), 而 平面 的 法 向 量 为 
n=(b,a,0),n.:v =2abA0. 


习 题 3.7 


2+ y=4, 2+z2=1, 
1 3 
之 一 0 r=0; 


。 224， 习题 答案 与 提示 


z=0 =0; 

2z*+3y =4, 2 —2z2:+4=0， 
| > 和 . 

z=0 z=0. 


2. (1) 六 (x+)SzEY 25— xi- y ,x+y 16; 


(2) 2(z2+ yzEV zt+y ,r+ ys 

(3) 0<zEr+4,7+ yA<16; 

(4) 2-— zz<4- rx, -1<r<2,0<y<4; 

(5) 0<z<6—x- y, TCrS ,0<y<6. 
(6) Oz 8- x -yx + 4,zP0,y>0; 


(7) Oz r+y,7r + yA47; 
(8) 0 委 z 委 zy,0 委 y 委 z,0 委 z 么 1. 


习 题 4.1 


1. 移 轴 公式 zx=z +2,y=y 一 2,z=>z +3. 

2. (1) 旧 坐 标 原点 的 新 坐标 为 ( -3, - 1,2);(2) 点 A 的 新 坐标 为 (1,1,2);(3) 点 A 的 对 
称 点 在 旧 坐 标 系 中 的 坐标 为 ( -4, -2,0) ,在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 (- 7, -3,2). 

3. 移 轴 公式 为 zx=z+3,y=y,z=>z +3. 

4. 移 轴 公式 为 z=x +1,y=y +2,z= xz +3. 在 移 轴 变 换 下 ,方程 (1) 变 为 3z -Sy + 


6z +10 = 0; 方 程 (2) 变 为 村 = 和 = ;方程 (3) 变 为 xz?*+y?*+zx?+zx’y +xz +yz -6=0. 
5. 转轴 公式 为 


Ln 2 和， 
Z= 一 了 3z “本 > + 
2 
人 at 
a 
= T1332 


点 M 在 新 坐标 系 中 的 坐标 为 (1, - 1,0). 


pe ys IO es eT es 
6. 提示 :v =i 一 j+k, 自 i >» 1 2k, 2 + > Kk,k Bi 
1 2 1 
O;i ,7 ,Kk’ 量 为 一 ,一 一 ,一 ). 
故 o 在 {O;i ,j,k | 中 的 分 (5 万 "万 ) 


7. 提示 :三 直线 相交 于 点 (0,0,0). 取 三 直线 的 方向 向 量 , 要 求 构 成 右手 系 并 将 它们 单位 
化 ,这 样 便 得 到 新 坐标 系 的 三 个 坐标 向 量 . 坐标 变换 公式 为 
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1 : 7 
Ve 


[3 i 
9 
de 
8.z2+ y2 -4z2= 全 , 它 表 示 旋 转 单 叶 双 曲 面 
9. 二 = 六 z2+ 计 /2, 它 表示 机 贺 抛物 而 
10. 提示 : ee =x -1,y=y -1,z=zx 一 1, 将 原 方程 变 为 2x + y +2z” =0, 了 到 它 的 


法 向 量 n*=( 之 ， 广 ,之 ) 作 为 z' 轴 的 方向 , 即 令 i=n". 取 垂直 于 i 的 任意 单位 向 量 作为 六 ,全 
wd a 242 也 
如 J =- (万 ,0， 万 )' 再 令 K=i xj =( Ea 刁 )- 经 坐标 变换 
2 V2 ， Ey 
z= 37 ty 2 —- 1, 
y= + 2 Ss 
A 
3 2 6 
已 知 平面 方程 变 为 zx’=0. 
习 题 4.2 


2. (1) 特征 方程 一 A3+7X? 一 144+8=0 的 特征 根 为 1,2,4; 

(2) 特征 方程 一 X43 + 94? 一 184 =0, 特 征 根 为 6,3,0; 

(3) 特征 方程 一 A3+34?+9X+5=0, 特 征 根 为 5, 一 1, 一 1; 

(4) 特征 方程 一 43+64?=0, 特 征 根 为 0,0,6. 

3. (1) 特征 根 4 = 1 对 应 的 主 方向 为 1:( 一 1):0, 特 征 根 4。= 3 对 应 的 主 方向 为 1:1:0, 特 
征 根 A3= 一 5 对 应 的 主 方向 为 0:0:1; 

(2) 特征 根 为 6,3, ~2, 对 应 的 主 方向 分 别 为 一 1:1:2,1:( 一 1):1,1:1:0; 

(3) 特征 根 为 9, 一 9, - 9. 对 应 于 特征 根 9 的 主 方向 为 4:1:( 一 1), 对 应 于 二 重 特征 根 -9 
的 主 方向 为 平行 于 平面 47 + y 一 z=0 的 一 切 方向 . 

4. (1) 二 次 曲面 的 特征 根 为 1,1,10. 与 二 重 特征 根 1 对 应 的 主 方向 平行 于 平面 x +2y 一 
2z=0, 可 选取 红 1:mi:n1=2:( 一 1):0,42: mz:nz 二 2:4:5. 与 特征 根 10 对 应 的 主 方向 13 : m3: 
n3= 一 1:( 一 2):2. 经 旋转 变换 
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原 方程 化 简 为 x?+ y?+10z?=1; 
(2) 二 次 曲面 的 特征 根 为 1,2,4, 对 应 的 主 方向 分 别 为 1:0:0,0:1:1,0:(- 1):1, 经 绕 z 轴 
的 旋转 变换 


曲面 方程 化 简 为 
Zi2+2y2+4z2 一 2z -2= 0; 
(3) 曲面 的 特征 根 为 9,9,0, 简化 方程 为 9zx”? 十 9y 一 27=0 或 rx? + vy? = 3， 坐标 变换 公 
式 为 


| , 
TI = A i 
| 
> 3 3 9 
0 es 
2 3 3 


(4) 曲面 的 特征 根 为 0,0,14 ,简化 方程 为 4z“?+4 V14z +4=0 或 (V14z +2)2:*=0. 坐 
标 变换 公式 是 


2 
上 VN VI 
St a 
3 A WR | 
jn 2 过。 
2 VD Vi4 J \z’ 


6. 考虑 三 个 平面 ri:2z+y+xz=0,rz:z-y-z=0,r:y-z=0, 它 们 两 两 垂直 且 交 于 
点 (0,0,0). 以 三 平面 的 法 向 量 作为 新 坐标 系 的 三 个 坐标 轴 的 方向 向 量 ,得 坐标 变换 为 
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并 多 如 0 工 工 有 由 了 位 
Y6 3 6 6 -6 
二 于 
> I 3 /3 ?> 1， >7| | 所 5 yi1; 
A i 
z 6 3 V2i1\z’ z V2 21 \z 


从 而 曲面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
CW6z')2 - (YN3y) = V2z'， 


邯 
rz? 2 _ V2z 
lr 
故 曲面 是 双 曲 抛物 面 . 
可 题 4.3 
1. 简化 方程 6z + 3 -2z2+6=0, 标 准 方程 
ee 
TT ”全 “部 
双 叶 双 曲 面 . 
2. 简化 方程 2r?+ 5y? 一 5Y2z =0, 标 准 方 程 
2 , 
2 A 2 3 
7 
4 2 
椭圆 抛物 面 . 


2 和 
3. 简化 方程 3x?+6y?2-6 =0, 标 准 方程 一 + y?=1, 椭 圆柱 面 . 
4. 简化 方程 4x“ 一 2y?=Y2xz’ ,标准 方程 


六 本 2 一 2z“ ， 
12 2 

8 4 
双 曲 抛物 面 . 


5. 简化 方程 lz2 -2 1lz'=0, 标 准 方程 z?= 让 ,其 中 Xx =X -yy 2 = 
它 表示 二 平行 平面 . 
6. 标准 方程 3x“ 一 y?=0, 二 相交 平面 . 


习 题 4.4 


i. (1) n=18,1,=%,1=2x9,]= -4x 儿 .特征 根 为 3,9,6, 简 化 方程 372+9y +6z? 
-18=0( 略 去 撤 号 ,下 同 ) , 椭 球 面 ; 
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(2) J3=5 尖 0, 了 =3,1,= -9<0,14= 一 15<0. 特 征 根 为 5, 一 1, -1. 简 化 方程 5x? 一 yy 一 
xz? 一 3=0, 旋 转 双 叶 双 曲面 ; 
(3) 13=54 隆 0, 了 =0,1,= -27<0, 4=0. 特 征 根 为 6, -3, 一 3. 简 化 方程 6z -3y 3xz? 
=0, 二 次 锥 面 ; 

(4) 15= 必 =0, 了 =18>0,7 =9,K2= -108. 特 征 根 为 3,6,0, 简 化 方程 3z2z+6 冯 -6=0， 
椭圆 柱 面 ; 

(5) I3=0,14= -162,1,=18,11=9. 特 征 根 为 3,6,0, 简 化 方程 3x?+6y -6z=0( 或 3zx? 
+6y+6z=0), 椭 加 抛物 面 ; 

(6) 13= = I =0,K,= 一 288, 了 =6, 特 征 根 为 6,0,0, 简 化 方程 6x? 一 8Y3y=0( 或 6z? 
+8Y3y=0), 抛 物 柱 面 ; 

(7) I3= 4= Kz=0,11=18,1=81, 特 征 根 为 9,9,0, 简 化 方程 9zx?+9y=0, 直 线 . 

2. 由 不 变量 表示 二 次 曲面 的 简化 方程 可 知 ,二 次 曲面 是 锥 面 的 充 要 条 件 是 13 关 0, 14 =0. 
现在 f= -8 天 0,14=40-8d ,那么 由 14=0 可 得 到 d=5. 

$. fi=a+tpb+tc, iD=a+tp+tca-a2 一 刀 一 c2= - 羡 [(a- b+(b-—c)}+(c-a)}]< 
0,13=3akc 一 a3 一 丰 一 c2= 了 "了 ,14= 一 了 3. 特 征 方程 是 一 ee 1142— 12A+ 13=0, 凤 (X 一 荆 ): 
(12+ 了 )=0. 特 征 根 为 A41= 了 ,XA2=V = 有 ,13= 一 一 歼 . 

由 不 变量 表示 二 次 曲面 的 简化 方程 可 看 出 ,二 次 曲面 为 旋转 曲面 的 条 件 是 特征 根 有 非 零 重 
根 . 据 此 , 需 1,<0( 即 a,b,c 不 全 相等 ), 且 Mk=z 或 人 =A)3. 而 

Mi = 2 或 人 = NSSF=- 7 
人 (aa+8+c) =a+b+c -ab-—-bc-ca 
Sabi+b+ca = 0, 

因此 原 方程 表示 旋转 曲面 的 条 件 是 ab + bc + ca =0. 

6. 若 F(z,y,z) =0 表 圆柱 面 , 则 标准 方程 为 


K K 
A + hy + =0,AK0,A4.—<0. 
了 2 12 


K. 
此 时 ==0, 了 =2X4 关 0,1= 术 >0 且 下 =4J, 并 且 4 <0 可 推 得 1K,<0. 
2 


反之 ,车 = 14=0,1?=41, 了 IKs<0, 则 特征 方程 为 -23+ A? 一 I 2X=0, 即 (4X? 一 
IIA+ 了 了) =0, 它 的 一 个 特征 根 为 0, 又 ?~ 了 A+ I =0 有 重 根 , 因 判 别 式 7-41,=0. 记 二 重 特 


征 根 为 A1, 显 然 ht = 到 五 天 0, 于 是 我 们 有 标准 方程 
Miz2 + Ary 十 天 = 
又 由 1,>0 和 I1K,<0 知 , 它 表 示 国 柱 面 . 
7. 13=0,11=13+k,1=13(k 一 1),I4= 一 了 xX8*(k 一 1). 特 征 方程 为 -和 3+ XA? 一 IA4= 
0, 即 A(X4? 一 I 了 A+ 1)=0, 记 特征 根 为 Ai ,2 ,13 ,其 中 A1= 二 0,4>,43 满足 方程 和 一 有 + 有 =0， 
于 是 A2+ A3=13+k,A243=13(k—1). 
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(1) 当 k>1 时 ,242,43 同 号 ,<0，, I >0, 曲 面 为 椭 图 抛物 面 ; 
(2) 当 k<l1 时 ,42,43 异 号 ， 4 >>0， 12<0, 曲 面 为 双 曲 抛物 面 ; 
(3) 当 k=1 时 , 13= LIL,=1=0,K,<0,1i= 14 ,曲面 为 抛物 柱 面 . 


习 题 4.5 


1. (1) (1,1, -1);(2) 中 心 直 线 夺 =- 盖 ;03) 中 心平 面 2z-y+3z+2=0;(4) 无 中 心 . 
2. (1) 中 心 为 (0,1, -2) , 渐 近 锥 面 方程 为 x2*+2y + zy-3zz-7z-47y+2=0; 

Es -7=0, 
(2) 中 心 直 线 |”_ ”中心 直线 上 点 的 举 标 为 (0,3: +7,4), 因 此 产 近 惟 面 的 方程 为 


Br,y-3t-7,z-1)=0, 即 zx(x+y-3z-7)=0, 它 是 原 二 次 曲面 . 


3. 由 中 心 方程 组 
ar+ z=0, 
Bh ea, 
之 
A + = 
DT 
消去 和 ,yx 得 


(1) 当 a,5,c>0 时 ,中 心 的 轨迹 是 以 (全 ,0,0) 为 中 心 的 单 叶 双 曲面 ,其 虚 轴 平行 于 = 轴 ， 
(2) 当 a,6>0,c<0 时 ,所 求 轨迹 是 以 (全 ,0,0) 为 中 心 的 椭 球 面 ; 
(3) 当 a>0,b,c<0 时 ,轨迹 是 以 (全 ,0,0) 为 中 心 的 单 叶 双 有 曲面 ,其 虚 轴 平行 于 y 轴 . 


习 题 4.6 


1. (1) 0:1:1;(2) 无 奇 向 ;(3) 平行 于 平面 z+ y 一 2z =0 的 方向 都 是 奇 向 . 

2. 径 面 方程 为 2z -3y 一 2=0. 

3. 径 面 方程 为 x+3y-*-1=0, 与 之 共 恩 的 方向 是 2:( -1):5. 

4. (1) 与 特征 根 6 对 应 的 主 方向 为 - 1:1:2, 与 它 共 枢 的 主 径 面 为 - z+ y+ 2z= 0; 与 特征 
根 3 对 应 的 主 方向 为 1:( 一 1):1, 与 之 共 轩 的 主 径 面 为 x 一 y+ =-3=0; 与 特征 根 -2 对 应 的 主 
方向 为 1:1:0, 与 它 共 轿 的 主 径 面 为 z+ y=0. 曲面 的 简化 方程 是 6x?+3y?-2z“+1=0, 双 
寺 双 曲面 .使 用 的 直角 坐标 变换 为 


es 155; 
ee te 0 + 1， 
i de al 
a 


和 + le 十 1; 


6 3 


三 二 
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(2) 与 特征 根 2 对 应 的 主 方向 为 1:1:1, 与 它 共 思 的 主 径 面 为 x+ y+ z=0; 与 二 重 特征 根 
一 1 对 应 的 主 方向 为 平行 于 平面 z+ y+ z=0 的 一 切 方 向 ,于 是 过 曲面 中 心 (0,0,0) 且 垂直 于 x 
+y+z=0 的 一 切 平面 皆 为 主 径 面 .曲面 简化 方程 为 - z -六 +2z +9=0, 旋 转 单 叶 双 曲 
面 . 使 用 的 直角 坐标 变换 为 


i 过 筑 
如 6 3 

i 

关 | 才 .5 /6 /3 yy》 |; 
二 

2 V6 V31\z 


(3) 与 特征 根 3 对 应 的 主 方向 为 1:( -2):1, 与 它 共 e 的 主 径 面 是 2z 一 4y+2z 一 1=0; 与 
特征 根 一 1 对 应 的 主 方向 是 1:0:( -1), 与 它 共 罗 的 主 径 面 为 2x - 2z - 5= 0; 与 特征 根 0 对 应 
的 主 方向 是 1:1:1. 曲面 的 简化 方程 为 3z2 - y? -2=0, 双 曲 柱 面 .使 用 的 直角 坐标 变换 是 

本 网 本 


Xx in ee 之 十 
6 2 3 3 
a 
6 3 6 


5. 设 中 心 曲面 方程 为 F(z,y,z)=0, 则 
Fi(z,y,z) = 0， 
{new = 0， 
Fs(z,y,z2)=0 
有 惟一 解 , 即 曲面 的 中 心 .方程 
XFiCz,yz)+YFz(z,y,z)+CZTF3z yz)=0 
(其 中 X,Y,Z 是 不 全 为 零 的 任意 实数 ) 表 示 过 中 心 的 任意 平面 , 它 恰 是 巷 于 方向 X:Y:Z 的 
径 面 方程 ,所 以 过 中 心 的 任意 平面 一 定 是 中 心 曲面 的 径 面 . 
6. 三 个 曲面 都 是 中 心 曲面 , 因 I; 都 不 为 零 .它们 的 中 心 分 别 是 (1, -2,0),(3, 一 2, -4)， 
(一 1,0, 一 2). 这 三 点 确定 的 平面 方程 为 2x + 3y + z+4=0 就 是 所 求 的 三 个 已 知 有 曲面 的 公共 
径 面 . 
7. 二 次 曲面 的 三 个 主 径 面 两 两 垂直 ,说 明 曲 面 是 中 心 曲面 .将 三 个 主 径 铀 作为 新 坐标 系 的 
坐标 平面 , 作 坐 标 变换 
Xx = co =)， 
V3 
5 1 


一 2 一 一 二 )， 
Se ) 中 


= = ‘SR 


Z 
之 
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点 (0,0,0),(1, 一 1,1),(0,0,1) 在 新 系 下 的 坐标 分 别 为 


0,0， 一 
( A 本 (Be 和 0). 
因为 曲面 是 中 心 曲 面 ,可 假定 在 新 系 下 的 方程 为 
A © 
2 1 1 
0,0, 一 ,0) 代 人 
将 点 ( 过 Ne EB | ) 代 人 上 述 方程 ,得 
C+D=0, 


1 2 1 

34+ 3B+ C+D=0, 

1 1 

3 A+t 6 B+D=0. 
-4z2+2y2 -2z2+1=0， 

将 @ 式 代入 上 式 , 得 所 求 曲面 方程 为 


办 +z2+2z+2zz+y--z=0. 
习 题 4.7 


1. 切 平面 方程 为 z+ 10y 3x +22=0, 法 线 方程 是 = 一 2 一， 


”2. 切 点 (8,9,5). 
3. 曲面 在 点 (1 让 ,1) 的 切 平面 25+2y+ 2 一 4=0, 在 点 ( 1, 一方, 1) 的 切 平面 2z +2y 
十 zx 十 4 二 0. 
4. 曲面 在 点 (二 ,十 ,二 ) 和 (0,1, 寺 ) 的 切 平面 分 别 为 =+2y=0 与 +2y 一 2=0， 


5. T+2y-2=0,25z -11l2y— 54z+58=0. 
6. 设 所 求 直 线 方程 为 一 tX,y= tiY,z= 1Z. 因 与 曲面 相 切 , 故 
3X2 + Y2 + 42 -10Y2Z = 0. 


又 与 已 知 直线 相交 ,因而 


>. 名 
2 1 -1=0, 即 X-Y+Z=0. 
1 0 -1 
解 得 X:Y:Z=1:(-1):(-2) 和 5:7:2, 所 求 直线 为 
并 y _ 2 .A 


和 
7. 过 曲面 z= azy 上 点 (xo,yo,z6) 的 切 平面 方程 是 


a(3yoz + 0y) = z+ z0， 


由 原点 向 切面 所 作 垂 线 的 方程 为 
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由 由 ,@,G@ 消 去 zxo,yo, zxo, 得 垂 足 的 轨迹 方程 为 
az(z2+ y+2z)+xy= 0. 

8. 轨迹 方程 为 (x? + 办 + z2)?= a2z2+b2+czx2?, 方 法 与 第 7 题 相同 . 

9. 15(z~2)*~9(y—1)~10(z—1)*-10(zx-2)(y-1)=0. 

10. 设 中 心 曲面 的 方程 为 az2 + br + cz?==1, 中 心 为 (0,0,0). 过 点 (zo, wo, zo) 的 切 平面 方 
程 为 azoz + byoy+ czoz 一 1=0, 又 切 点 与 中 心 连 线 的 方向 为 ro:y: zxo, 与 它 苍 的 径 面 方程 
为 azoz + pyoy+ czoz=0, 可 见 该 径 面 与 切 平面 平行 . 

11. 8z?+1S 交 +11x2 一 12xy+4xzz 一 24 冯 一 14=0. 


习 题 4.8 


1 1 
1 . 1 = 之 ， 八 Ky mb > ” A 一 一- pd ’ | 2 7 
(1) 取 转 角 6 转轴 公式 为 F(T y),y 本 + yy ). 简 化 方程 为 2y 


2V2y ~3=0. 


(2) 取 转 角 6 满足 co2b= 志 ,转轴 公式 为 z= 二 (dz -3y) ,y= 二 (3zx+4y ), 简 化 方程 
为 y?+ zx 一 2=0. 

5. z+12y-8=0,12xz -2y-23=0. 

6. z+3y=0 与 27+y=0 或 2t 一 y=0 与 x--3y=0. 

7. (1) 中 心 为 (11) , 主 方向 为 1:(-1),1:1. 主 直径 方程 为 zx-y=0,z+y-2=0; 

(2) 无 中 心 . 主 方向 为 3:( -4),4:3. 主 直径 方程 为 3zx 一 4y+7=0; 

(3) 中 心 为 ( -2,1), 和 任意 方向 都 是 主 方向 ,过 中 心 的 任何 直线 都 是 主 直径 . 


9. (1) =8,12= -9, 五 =81, 特 征 根 为 9, -1, 标 准 方程 为 <? 一 二 y? 一 1 


(2) T=2,1,=0,1;= 一 64, 简 化 方程 为 2y +2 V 32z =0, 标 准 方 程 为 y 三 4V2z 或 交 
= 一 4V2zi 

(3) =10,12=16,15= -128. 特 征 根 2,8, 标 准 方程 为 二 2+ /2= 1 

(4) I1=2,12= 1 了 =0,Ki= 一 8, 简 化 方程 为 2y% -4=0, 标 准 方程 为 y = +V2. 

10. (1) 9z +10y -28=0; 

(2) 解法 一 令 f(z,y)=z -zyt+y 一 1. 过 点 (0,2) 的 直线 写 为 z= Xi,y=2+ Y. 利 用 
直线 与 二 次 曲线 相 切 条 件 A=[Xf1(0,2) + Yf2(0,2) 了 -p(X,Y)f(0,2)=0 得 2X”+ XY- 
半 =0, 将 :Y=z:(y 一 2) 代 人 得 (27z 一 y+2)(x+y 一 2)=0. 而 直线 2+ 一 y+2=0 和 z+y 


-2=0 的 方向 分 别 是 1:2 和 1:(-1) ,它们 都 不 是 曲线 的 渐 近 方向 , 故 这 两 条 直线 是 过 点 (0,2) 
的 切线 . 
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解法 二 设 过 点 (0,2) 的 切线 与 二 次 曲线 相 切 于 点 (xzo,y0) ,切线 方程 为 ( zo- 六 0)z 一 


(地 x0-y0)>- 1=0. 因 它 过 点 (0,2), 故 zo 一 2yo+1=0, 又 zx$ -Xxoy0t+ 一 1=0. 联 立 解 得 


切 点 坐标 为 (一 1,0) 与 (1,1), 切 线 方 程 为 2 一 y+2=0 和 z+y-2=0; 
(3) >+1=0,z+y+3=0. 
11. 提示 ”利用 已 知 切线 与 切线 方程 (4.8.16) 相 重合 的 条 件 . 二 次 曲线 方程 为 6zx? + 3xy 一 
y+2z—-y=0. 
3 


12. (1) Nn Sp 
和 
TX 十 一 多 


a i Te 人 
习 题 5.1 


(2) 简化 方程 xz? -VSy =0, 变 换 公式 为 z= 一 


1. zx“oosg+ ysin0— p=0. 
i Z =3z 一 4y+8， a = =r1D= 7 
y =7z -1ly+24; y =4x~3y+4. 
3. 对 每 一 个 变换 公式 ,车 把 原 像 的 坐标 写成 (zx ,y) , 像 的 坐标 写成 (x ,y ) , 则 
“= 于 3 
Zz =Sz-3y+8， -二 z+y+1+ 富 ， 
y= -3r+2y-—3; 有 


y= -+t 广 y+t 广 V3. 


4. 任 取 sES,[g(gx)](s)= pg[ (gx)(s)]= p(y CxC5))), [pp)xl(s)= (pi) (x(s))= 9 
(g(x(s))) ,因此 [p(yx)](s)= [pp)x](s), p (Ix)= (gp) x- 


5. 设 repo: PT,y) SP (z,y)—>P zy), 则 tepo 的 公式 为 
xz) /cs0 -sing\ /x cos0 —sin0\/x+a 
CC cos0 )(%)= 人 cos0 )(® 2) 
E> 人 i -| 
sin0 cos0 y asing0 + becos0 
设 poto:P(z yy) 一 2P (zx ,YP'(z',y ), 则 goro 的 公式 为 
Gl (Ns os: dl le 
y 0 i/\y b 0 1/\sing cos0 / \y b 
( ol > 
sing cos0 J \y b 


由 此 可 见 ,ropo 天 ouro. 
6. 设 点 P(z,y) 在 o 下 的 像 为 P(x ,y ), 则 线段 PP 被 反射 轴 /! 垂直 平分 ,因此 
y 二 ? _ sina 


’ 9 
2 Cosa 


| 


元 十 元 y+y 
2 


sina— p=0, 
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解 之 得 反射 a, 的 表达 式 为 
Xx’ =— zcos2a - ysin2a + 2pcosa, 
、 y =— zsin2a + ycos2a + 2psina. 

7. 用 作 图 法 证 , 设 五 = w (P),P’=o(P). 

(1) 线段 PP 垂直 于 反射 轴 4 ,22. 在 平面 上 另 取 一 点 Q,G= a1 (Q),Q = o (G). 可 证 线 
段 PQ 与 PQ 平行 ,GG = 本 .因此 oo 是 一 个 平移 ,决定 平移 的 向 量 w = PP” 生 直 于 ,42， 
其 长 度 是 5,12 之 间距 离 的 两 倍 ,方向 从 上 的 点 指向 /2 上 的 点 . 

(2) 设 与 lz 相交 于 点 O, 夹 角 为 9, 则 易 证 |O|=1O 记 |, 和 POP”=20, 所 以 ua 是 绕 
O 点 转角 为 26 的 旋转 . 


习 题 5.2 


1. 先 作 平移 变换 w ,把 A 变 到 C, 这 时 AB 变 到 等 长 的 线段 CE. 若 E 关 D, 再 绕 点 C 作 转 
角 为 6= 人 ECD 的 旋转 变换 p, ,使 CE 重合 于 CD. 令 p= p291. 

2. 设 A,B 是 正 交 变换 wp 的 不 动 点 ,! 是 连接 A,B 的 直线 . 取 点 PE1L, 记 pg(P)=P'. 不 妨 
设 P 在 线段 AB 内 ,由 命题 5.2.1(1) 知 ,PE7, 且 已 也 在 线段 AB 内 .又 因 1AP 1 = 1AP|, 故 书 
= 了 一,P 为 9p 的 不 动 点 ,由 此 ! 上 的 每 一 点 都 是 9 的 不 动 点 . 

(1) 若 点 C 是 gq 的 不 动 点 . 且 C 不 在 ! 上 , 易 见 y 必 为 恒 等 变换 . 

(2) 车 在 直线 ; 外 的 点 都 不 是 yp 的 不 动 点 , 则 对 于 任意 Q&1,Q = pg(Q) 关 Q. 因 介 ABQ 
与 人 ABQ 全 等 ,所 以 Q 与 Q 关于 直线 1 对 称 ,gy 是 以 1 为 轴 的 反射 . 

3. 作 适 当 的 坐标 系 的 平移 ,使 得 o 在 新 坐标 系 中 的 公式 为 

序 ” cosg — sinO\ /去 
(六 旦 casg )(5): 

由 此 可 看 出 o 是 绕 新 原点 的 旋转 . 


4. (1) | 一? 点 (0,1) 的 像 点 为 (3, 1); 


y = 一 工 一 1， 


’ 


(2) 人 “六 曲线 闪 -z+8y+18=0 经 旋转 的 对 应 曲线 为 zz-8z-y+18=0. 
?7 三 工 . 


5. 设 Ot(zy),Oz(zzyy) ,旋转 rt,rz 的 表达 式 分 别 为 
元 / cos0O —sin0\/z- Zi x1 
人 = es cos01 网 
x cosG0; — sin0p\ /Xx- ry 2 
oj- 和 cos02 ee I 
x” cos(O1 + 0) 一 sn(O + 0)\ /zr-z sb, 一 sin0 /xi- Zz2 XT2 
A ee 
y SIM UL 2 t 2 | 2 2 yi 一 六 32 
由 此 可 见 :(1) 当 b+ 60: 是 360" 的 整数 倍 时 , rzrl 是 平移 ;(2) 当 091 + 9, 不 是 360 的 整数 倍 时 ， 
rzrl 是 旋转 ,旋转 角 为 91 + 02. 
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2 _- 姜 1 -如 
ol | 
2 2 3 1 


2 2 
在下 交 下 人 点 .假设 P,P 在 I 系 中 的 坐标 分 别 为 (xz,y),(x ,> )， 
P,P 在 新 系 中 的 坐标 分 别 为 (元 ,3)， 7 ) ,那么 


于 是 


经 计算 ,得 y 在 新 坐标 系 中 的 公式 为 
2 _2 
(| 2 有 2 Be es 6V3 上 
y J V3 6-3V2 +2V3+VY6 
和 各 

7. 如 果 点 P; 在 工 系 中 的 坐标 (xz; , yi) 等 于 P; 在 g 下 的 像 P! 在 五 系 中 的 坐标 ,i = 1,2, 则 
在 1 系 中 计算 | PP, | ,得 |PiP:| =V (zz 一 x1)*+ (yz 一 y1) ,而 在 卫 系 中 计算 | Pi P2 | ,得 
| P， P> | = (x2— x1)*:+ (yz — yi ,所 以 1Pi Py; | 二 | PP2| sp 为 正 交 变换 . 

8. 可 取 黄 个 直角 坐标 系 , 使 人 ABC 和 会 ABC 的 对 应 点 在 这 两 个 坐标 系 下 的 坐标 相同 . 进 
而 对 任意 点 ,可 选取 点 P 使 P 在 I 系 中 的 坐标 与 点 PP 在 卫 系 中 的 坐标 相同 ,从 而 证 明 存 在 这 
样 的 正 交 变 换 .利用 正 交 变 换 把 共 线 点 变 为 共 线 点 并 保持 点 的 距离 可 证 这 样 的 正 交 变换 也 是 惟 
一 的 . 设 gp 是 由 A 一 A’,B 一 B' ,CC’ 决 定 的 正 交 变换 .那么 直线 AB, BC,AC 上 的 点 在 pgp 下 
的 像 是 惟一 确定 的 .对 于 不 在 这 三 条 直线 上 的 点 Q, 设 QA 交 BC 于 R,R 在 g 下 的 像 是 惟一 确 
定 的 .由 A,Q,R 三 点 共 线 ,点 Q 的 像 也 惟一 确定 . 

9. 由 第 8 题 知 ,每 一 个 正 交 变换 g 都 由 不 共 线 的 三 点 A,B,C 以 及 它们 的 像 A = 9p(A)， 
B'= p(B),C “= gp(C) 惟 一 确定 .全 ABC 与 人 ABC 全 等 .本 题 只 需 证 明 有 不 多 于 三 个 反射 使 
得 A,B,C 在 这 些 反射 下 分 别 变 为 A’, B,C’ 即 可 .不 妨 设 这 六 个 点 互 异 . 设 o 是 线段 AA 的 
中 垂 线 11 为 轴 的 反射 , 则 A =o1(A). 记 B1=o1(B), 若 B1 取 B' ,再 作 以 线段 BiB 的 中 垂 线 
为 轴 的 反射 o,. 因 线段 ABI 与 AB' 等 长 ,A’=os(A'),o201 把 A,B 分 别 变 为 A’,B’. 记 Ci = 
os(o1(C)). 注 意 人 AB'C 与 人 A'B'Ci 全 等 ,点 Ci 与 C' 或 重合 或 关于 直线 AB 对称 .这 证 明 
了 9 可 表示 为 不 多 于 三 个 反射 的 乘积 . 


习 题 5.3 
1. (1) 过 点 A 作 直 线 1 平行 于 BC ,过 点 C' 作 直线 1 平行 于 A'B'. 4 与 lz 的 交点 O 是 
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正六 边 形 ABCDEF 的 中 心 O 所 对 应 的 像 .而 D , 开 , 下 分别 是 A ,B ,C 关于 点 O“ 的 对 称 点 . 
2. (1) zz-10z+2y+21=0;(2) 10x*+y -6ry-2r+2y+1=0. 
3. (1) 2 3 
y= Tt y= -5r-7y-—4. 
4. 设 AB/ CD,AB 和 CD 在 仿 射 变换 下 的 像 为 A“B',C'D'. 连 接 BD, 过 C 作 CE 平行 于 


DB 交 AB 于 忆 , 得 平行 四 边 形 BDCE , 它 在 仿 射 变换 下 的 像 是 平行 四 边 形 B'D'CE'. 于 是 有 全 
_AB_ Es i a: 
-FE (A,E,B),Pe = BE (A',E',B').m(A,E,B)=(A’',E',B'),UiG = pe 
5. 设 仿 射 变换 oc:x 一 x 把 圆心 在 点 O 的 圆周 S1 变 为 圆心 在 点 O 的 等 半径 加 周 . 任 取 A， 
B Ex, 它 们 在 o 下 的 像 为 A’,B'. 易 见 在 S! 上 可 找到 一 点 C, 使 妨 // CE. 设 妨 =: CE, 并 记 
C =o(C). 由 命题 5.3.3,c(2A)=o(i CC)=w( 民 ), 即 AB =1OC, 于 是 |AB’|= 11 
10C |=1z|110C1=1AB1,o 是 正 交 变 换 . 
8. (1) i ea 
> 


=—-xX+3yt+1; y =6z+8y+1. 


三 一 一 了 7 了 一 十 一 
2 2y 7 


上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 .该 直线 是 仿 射 变 换 的 不 动 直线 , 现 求 另外 的 不 动 直线 . 
设 不 动 直线 为 Az + By+ C=0, 于 是 它 的 像 直线 仍 为 Arz + By + C=0, 从 而 


AlQ2z+2y -1)+B(- er-2y+7)+C=0 
与 Arz+ By+ C=0 表示 同一 条 直线 ,因而 


X=2X+2y—1, 
9. wal 3 3 的 解 便 是 仿 射 变换 的 不 动 点 ,由 此 得 到 直线 z+2y 一 1=0 
y 


解 得 (0D)A= 六 B,B,C 任意 ,得 不 动 直线 六 Br+ By+ C=0 或 写成 3z+2y+ 和 =0,4 为 参数 . 


(2) A= 地 B,C= - 方 B, 得 另 一 条 不 动 直线 ET 


10. 设 点 P 在 仿 射 变换 c 下 的 像 为 点 P ,点 P,P 在 工 系 中 的 坐标 分 别 为 (z,y),(z ,y )， 
在 工 系 中 的 坐标 分 别 为 (去 ,7) , (天 ,好 ). 依 题 设 条 件 , 从 工 系 到 工 系 的 仿 射 坐标 变换 为 


(5)-(s a5)*(s) 


， 的 -人 (9 
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于 是 在 工 中 的 变换 公式 是 


习 题 5.4 


2. (1) 取 一 个 平行 四 边 形 ABCD. 任 取 一 个 平行 四 边 形 EFGH .因为 A, B,D 不 共 线 ,E， 
F,H 也 不 共 线 ,所 以 存在 惟一 的 仿 射 变换 o 把 A,B,D 分 别 变 为 E, 下 ,日 ,从 而 o 把 仿 射 坐标 
系 I[4; 砧 , 态 ] 变 为 I[E; 嫩 ,天 ]. 而 点 C 在 工 系 中 的 坐标 为 (1,1), 故 o(C) 在 于 系 中 的 
坐标 为 (1,1). 由 于 点 G 在 开 系 中 的 坐标 为 (1,1) ,因此 c(C) = G. 于 是 把 平行 四 边 形 ABCD 
变 成 平行 四 边 形 EFGH. 这 说 明 平 面 上 所 有 平行 四 边 形 组 成 一 个 仿 射 类 . 

(2) 先 证 : 若 两 个 梯形 仿 射 等 价 , 则 它们 的 平行 对 边 的 比值 相同 . 

3. 平面 上 了 到 定 一 个 仿 射 坐标 系 , 设 二 次 曲线 P 的 方程 为 (4.8.2) ,其 二 次 项 部 分 为 


i (四 A， = 襄 a © 
了 al2 422 
设 仿 射 变换 o 的 公式 为 (5.3.1), 即 
Eo 并 a cil C12 
ic Cr < ( | © 
由 o 所 诱导 的 仿 射 向 量变 换 公 式 为 ($.3.5) , 即 
Xx’ x 
(y)- 的 ey 
假设 o 把 二 次 曲线 生变 成 一 ,从 @ 解 出 (zx,y) ,再 代 和 人 中 可 求 得 天 的 方程 的 二 次 项 部 分 
v(x,y) = (zo)(COTA"C 人 (2 
y 
对 于 任 一 向 量 a(X,Y), 设 o 把 它 变 为 a (X ,YY ), 则 有 


ron neem oy)- [eT 


= (x,7)4*(»)= p(X,Y). 


这 说 明 ; 若 义 :Y 是 工 的 渐 近 方向 (或 非 渐 近 方向 ), 则 X :YY 是 三 的 渐 近 方向 (或 非 渐 近 方向 ). 
因为 在 仿 射 变换 c 下 ,二 次 曲线 卫 的 弦 变 成 斑 的 弦 , 卫 的 平行 弦 变 成 王 的 平行 弦 , 卫 的 弦 
的 中 点 变 成 六 的 相应 弦 的 中 点 .因此 假若 ! 是 太 的 一 条 直径 ,那么 /在 c 下 的 像 ! 必 为 天 的 直 
径 . 
设 站 ,72 是 中 心 二 次 曲线 一 的 一 对 共 罗 直径 ,5 的 方向 为 X;: Y; ,i=1,2, 则 有 
allXI1X2 + Cliz(XIiY2 + X2Y1) + az YI1Y2 = 0. 
设 c 把 2 变 成 ,把 XX: YY 变 为 Xi : ,i=1,2. 由 @ 式 ,有 
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X XX 
0 = (Xi, oo 人 2 | = (Xf 2 )(C-DTA* i 


Qi2 awz) \Y; 2 
= a Xi X2 + a1z (XY Y2 + X2 YI )+ az YY Y2, 外 
其 中 
(c-Dra*cC-L= S | 
a12 a2 
因为 (C7!')"A*C-! 是 二 次 曲线 的 方程 的 二 次 项 部 分 g(x ,y ) 的 矩阵 ,所 以 ai ,al2 ,azz 是 
矿 的 方程 的 二 次 项 系数 .由 @ 式 知 ,Wi ,5 是 三 的 一 对 共 恩 直径 . 


因为 渐 近 方向 非 渐 近 方向 是 仿 射 概念 ,又 相交 是 仿 射 性 质 , 所 以 二 次 曲线 的 切线 是 仿 射 概 
念 . 


2 2 
4. 作 伸 缩 变换 x = 一 zx,y = Ty 将 椭圆 2 人 =1 变 成 单位 贺 zx? + y2 = 1. 在 该 变换 
he a 


顶点 的 四 边 形 恰 为 正方 形 , 边 长 是 /7, 因 此 面积 等 于 2. 又 伸缩 变换 的 变 积 系数 是 二 ,因此 所 求 
的 平行 四 边 形 面积 等 于 2ab. 

5. 同上 题 的 方法 . 

6. 三 角形 的 重心 是 仿 射 概念 , 共 线 三 点 的 简单 比 是 仿 射 不 变量 ,又 平面 上 的 所 有 三 角形 组 
成 一 个 仿 射 类 ,因此 本 题 只 要 对 正三 角形 ABC 来 证 明 就 行 了 .本 题 改 述 为 :已 知 AB = BC = 
CA ,二 = 一 - =“ 一 , 则 入 ABC 与 ALMN 有 相同 重心 . 

由 已 知 条 件 得 AN= BL= CM,AM= BN= CL, 人 人 A= 人 LB= 人 人 LC, 故人 ANM 守 人 BLN 洋 
和 信 CML. 于 是 MN = NL = LM, 公 LMN 为 正三 角形 . 设 O 为 人 ABC 的 重心 , 故 O 亦 为 外 心 ， 
OA= Si 又 O 还 是 内 心 ,故人 NAO= 人 LBO= 人 MCO, 人 ONA 衬 人 OLB 实 人 OMC, 因 
此 ON= OL = OM, 即 O 是 正三 角形 LMN 的 外 心 亦 为 重心 . 

和 0 ,椭圆 外 切 人 ABC 变 成 圆 外 切 人 ATBC , 切 点 分 别 变 为 了， 
EE',F'.AE,CD,BF 相交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 A ,CD ,BF' 交 于 一 点 .对 后 者 使 用 碳 维 定理 
(见习 题 1.3, 第 6 题 ) 来 证 . 


8. 取 一 个 直角 坐标 系 ， 设 双 卓 线 方程 为 互 - 沁 =1. 首 先 作 伸 缩 变换 cl 将 它 变 为 x? 一 


二 1 ,然后 再 以 原点 为 中 心 , 作 转角 为 45° Ge 0 将 工 一 y=1 变 为 zy=1. 余 下 对 双 曲 
线 xy=1 来 证 明 本 题 . 


习 题 5.5 
1. 利用 已 知 条 件 并 注意 正 交 和 矩阵 的 列 的 性 质 可 得 所 求 正 交 变换 公式 为 


Z 
T 


’ 
之 之 


3. 设 仿 射 变换 o 将 点 已 变 为 点 已 ,4i(i=1,2,3) 是 o 的 不 动 点 ,因而 4; = Ai,i=1,2,3. 
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将 点 A1, A2,A3 所 确定 的 平面 记 为 x, {A1;A1A2,A1A3] 是 该 平面 上 的 一 个 仿 射 标 架 . 任 取 M 
Ex, 则 存在 惟一 的 实数 4,/ 使 得 Xi 六 =4A1A+ pAiA;. 于 是 A7 MM =4A7A?+ pATA?， 
即 A 厂 =4 名 访 + pAi 久 ,从 而 M =M, 这 说 明 平面 x 上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 . 

5. 因 A1,Az,A3,As 不 共 面 , 故 I = 1A1;A1A2,A1A3,A144! 是 仿 射 标 架 . 同 理 卫 = {Bi; 
也 访 ,Bi 记 ,了 让!| 也 是 仿 射 标 架 . 设 工 到 了 的 过 渡 和 矩阵 是 C,Bi 的 1] 坐标 为 (zo,yo, zo). 

构 作 空间 点 变换 c, 它 把 任 一 点 P 对 应 到 点 P ,要 求 P 的 卫 坐 标 等 于 P 的 I 坐标 
(zx,y,z). 设 P 的 I 坐标 为 (x ,y ,z’), 对 已 用 仿 射 坐标 变换 公式 得 
并 Xo 


La 


了 


7 
之 


的 


=Clyl+ | 


之 


Z0 
该 公式 同时 说 明了 PP 的 工 坐 标 与 它 的 像 P 的 工 坐 标 之 间 的 关系 ,这 就 是 o 在 工 中 的 变换 公式 . 
由 于 detC 天 0. 所 以 c 是 仿 射 变换 ,注意 :A,; 的 工 坐标 与 B; 的 于 坐标 相同 ,所 以 o(A;) =B;,i= 
1,2,3,4. 

下 面 证 惟一 性 .假如 还 有 一 个 仿 射 变换 + 把 A; 变 成 Bi,i=1,2,3,4. 那 么 r 把 仿 射 坐标 系 
I 变 成 仿 射 坐标 系 卫 ,从 而 任意 点 卫 的 工 坐 标 等 于 z(P) 的 了 坐标 ,于 是 r(P)=c(P),r=c， 

6. (1) 在 平面 x+ y+z=0 上 取 三 个 点 :(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), 它 们 是 不 动 点 ,又 点 
(1, 一 1,2) 变 为 点 (2,1,0), 由 此 可 求 得 仿 射 变换 的 公式 为 


x, 2- “1 下 -1 
y|=12 3 2 路 | 
2 = 2 
并 二 让 1 
(2) Ily |=|10 1 || 
2 0 0 1 之 0 


7. 作 伸 缩 变换 x = zy = yy 有 三 Tx 将 椭 球 面 灾 成 单位 球面 ,此 时 的 变 积 系数 为 
1 4 
i 所 求 的 椭 球 体 的 体积 为 xabc. 
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附 录 


在 本 附录 里 ,将 对 本 书 中 所 涉及 的 有 关 和 矩阵 .行列 式 及 线性 方程 组 的 内 容 作 一 简单 介绍 . 关 
于 它们 的 详细 内 容 与 严格 论证 ,读者 可 以 参考 高 等 代数 或 线性 代数 教材 . 


1 行列 式 


1.1 引入 
例 1.1 ”对 于 二 元 线性 方程 组 


CI1IZ1 十 Cl2Z2 = 01， 


(1.1) 
C21Z1 + Q227Z2 = 02， 
我 们 用 消 元 法 来 求解 .从 方程 组 (1.1) 消 去 xz, 得 
(Qt11Q22 ~ Qa12021) 71 = az2b1 一 al202， (1.2) 
消去 Xs ,得 
(alla22 ~ al2a21)z2 = al122 一 azbi. (1.3) 
记 
Q11l 212 
= CQ11Q22 一 C12C21， 
Q21  C22 
称 它 为 atl ,alzya2l ,Qa22 四 个 元 素 组 成 的 二 阶 行列 式 .利用 二 阶 行列 式 ,(1.2) 和 (1.3) 两 式 可 写成 
Qal! a12 2 a12 Qt Q12 a bi 
Xl 一 s = 
CQ21 022 b> az CQ21  Q22 C21 bz 
Cl 412 
并 和 且 当 天 0 时 ,方程 组 (1.1) 有 惟一 解 . 
Q21 422 
例 1.2 对 于 三 元 齐 次 线性 方程 组 
allZl + a12x2 + al3Z3 = 0， 
| + Q22Z2 + Q23Z3 = 0， (1.4) 
CQ3LZ1 + Q32Z2 + 03373 = 0， 


显然 该 方程 组 有 一 组 零 解 zi = x2= z3=0. 现 在 讨论 它 是 否 存在 非 零 解 . 
假设 


Ql2  Q13 QI13 Cil all Cl12 


D, = 


多 9 
Q22 CQ23 Q23 G21 C21 G22 


不 全 为 零 ,例如 D3 关 0. 将 方程 组 (1.4) 中 的 第 一 \ 第 二 个 方程 改写 为 
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QliX1 + CQ127Z2 三 一 QI137T3， 
CQ21X1 十 Q22Z2 三 一 a2373. 
把 XTX3 看 作 一 固定 数 , 由 例 1.1 知 关于 Xl1sX2 的 解 为 
1 | 一 4137Z3 Ql2 Di 1 |1c1 一 013Z3 D; 
"Dl mal DB pl -nl 
于 是 方程 组 (1.4) 中 前 两 个 方程 有 无 穷 多 解 ,可 写成 
z=Dit， Zz2= Dt,， zas=Dii， + 为 参数 . (1.5) 


如 果 (1.5) 式 中 的 zi,zz,zs 也 满足 第 三 个 方程 aaizi + aazzz+ a33xs = 二 0, 那 么 有 
t(aatDi + a32D; 十 a33D3) = 0. 
因为 上 天 0, 所 以 


aa Di + ca3z 了 2 + ca33D3 = 0. 


是 Ci2 2413 Ql 413 Qa11 241I2 
= aal 一 Q32 Q33 
CQ22 0423 C21 C21  C22 
= Cl1Q22Q33 + Q12Q23Q31 十 Q13421432 一 CQ13Q22Q31 一 Q11Q23Q32 一 Q12Q21Q33， (1.6) 


称 它 为 三 阶 行列 式 .因此 当 齐 次 线性 方程 组 (1.4) 的 系数 组 成 的 三 阶 行列 式 为 零 时 , 它 才 可 能 有 
无 穷 多 组 非 零 解 . 
上 面 关于 二 阶 与 三 阶 行列 式 的 展开 式 , 它 与 我 们 熟悉 的 按 对 角 线 法则 展开 是 一 致 的 ; 


a 1 a 
于 l 、 -A12 Ke 13 


ca、 5 ‘ay pe 
把 2 2 
mm C21 222 十 人 2 -2 
( ) ( ) ( ) ‘ i O31 CQ32 
有 (+?) 
二 2 
RE 
2 (之 4) 阶 行列 式 
Qll G12 Qln 
C21 422 Q2n 


Gnl Qn2 “”” Qnn 
可 以 按 行 或 按 列 展开 来 计算 它 的 值 .我 们 以 四 阶 行列 式 为 例 , 按 它 的 第 一 行 的 展开 式 计算 如 下 : 
Cl Cl12 QQ13 a14 
Q21 G22 G23 Qa24 
C31 G32 G433 43 


C41 C42 QQ43 QQ44 


Q22 G23  C24 Q21 423 024 


二 Cllt|c32 433 Q34| Ql12|G31 G3 Qa% 


Q4al QQ43 444 
C21  C22  C23 


Q42 QQ43  Q44 
G21 CQ22  C24 


十 Qialas3l a3 CQ34| aulas a32 033 (1.7) 


C41 QQ42 444 CQ41 442 QQ43 
在 n 阶 行列 式 中 任 取 一 元 素 a; (左下 标 i 表示 它 所 在 的 行 数 , 右 下 标 ; 表示 它 所 在 的 列 
数 ), 把 这 元 素 所 在 的 第 ; 行 与 第 7 列 划 掉 , 剩 下 来 的 一 个 n 一 1 阶 行列 式 叫 做 元 来 a 的 余子 式 ， 
该 余子 式 乘 以 (一 1)i+i 后 所 得 的 式 子 叫做 元 素 a; 的 代数 余子 式 ,用 A; 表 示 . 这 样 (1.7) 可 改 
写 为 
Ql Cl2 Qi3  C14 
CQ21 CQC22 223 024 
= allAu + alzAl2 + al34Al3 + al4Al14. 
Q31 C32 Q33 434 


C41 QQ42 QQ43  C44 
1.2 行列 式 的 性 质 


由 三 阶 行列 式 的 展开 式 (1.6) ,不 难 证 明 三 阶 行列 式 有 下 列 基本 性 质 : 

性 质 1 把 行列 式 的 各 行 变 为 相应 的 列 ,所 得 行列 式 与 原 行列 式 相等 . 

性 质 2 把 行列 式 的 两 行 (或 两 列 ) 对 调 , 则 行列 式 的 值 改 变 符号 . 

由 此 可 知 ,如 果 行 列 式 的 某 两 行 (或 两 列 ) 的 对 应 元 素 相同 ,那么 行列 式 等 于 零 . 

性 质 3 ”把 行列 式 的 某 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 以 某 个 数 上 ,等 于 用 数 & 乘 原 行列 式 . 

因此 ,行列 式 的 某 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 有 公 因 子 时 ,可 以 把 公 因 子 提 到 行列 式 外 面 . 特 
别 ,如 果 行 列 式 某 一 行 ( 或 一 列 ) 的 所 有 元 素 都 是 零 ,那么 行列 式 等 于 截 . 

性 质 4 ”如果 行列 式 某 两 行 (或 两 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 ,那么 行列 式 等 于 零 . 

性 质 5 如 果 行 列 式 的 某 一 行 ( 或 一 列 ) 的 各 元 素 都 可 写作 两 个 数 之 和 , 则 行列 式 可 以 写成 
两 个 行列 式 的 和 ,例如 : 
CH pl2 + clz a 


alil bz cl13 al ct2 413 


= |a2i 62 C2z3| + |as c2 CC23| . 


C21 2D22 十 c22 a23 


aa ba 十 c32 a Qa ba a33 a3l C32 433 

性 质 6 把 行列 式 某 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 一 个 数 &, 加 到 男 一 行 (或 男 一 列 ) 的 对 
应 元 素 上 ,所 得 新 行列 式 与 原 行列 式 相 等 . 

性 质 7 ”行列 式 等 于 它 的 任意 一 行 (或 一 列 ) 的 所 有 元 素 与 它们 各 自 对 应 的 代数 余子 式 的 乘 
积 之 和 . 

性 质 8 ”行列 式 某 一 行 (或 一 列 ) 的 各 元 素 与 另 一 行 (或 另 一 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 
乘积 之 和 等 于 零 . 

以 上 三 阶 行列 式 的 性 质 ,对 于 四 阶 或 四 阶 以 上 的 行列 式 也 全 部 成 立 . 
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例 1.3 计算 四 阶 行列 式 


9 21 6 
12 26 10 
9 20 5| 
S12 = 
解 
1 3 9 有 3 ”7 2 13 了 7 了 2 
4 12 26 10 2 6 13 5 00 -1 1 
= =6 二 6 
a 2 9 20 5 9 20 5 03 6 1 
= 2 7 1 2 = 7 0 5 0 9 
0 -1 1 0 0 1 
3 7 
=6|3 6 1=6l3 7 1 -6|: "| =- 人 
5 0 9 5 9 9 
2 矩阵 及 其 运算 


2.1 和 矩阵 的 概念 
对 于 由 两 个 三 元 一 次 方程 组 成 的 方程 组 


aitZ1 + Qi27Z2 + Q137Z3 = 01， 


a21Z1 + Q2272 + Q237Z3 = 02， 
将 zi, zz,zs 的 系数 按 原来 顺序 排 成 一 张 两 行 、 三 列 的 表 
Ql QQ12 213 
的 Q22 | | 
称 它 为 一 个 2x3 和 矩阵 .再 把 方程 组 中 的 常数 项 考虑 进来 ,就 得 到 下 面 的 2x4 甜 阵 


(2 al2 413 | 
ax a2 Qa23 02 


下 节 将 看 到 ,运用 矩阵 不 仅 使 线性 方程 组 表达 简洁 ,更 是 研究 线性 方程 组 理论 的 重要 工具 ， 
定义 2.1 由 mxXxn 个 数 ay(i=1,…,m;j 二 1,…,n) 排 成 的 m 行 n 列 的 一 张 表 


Cil Qi2 Cin 
Q21 422 CQ2n 
Qml Gm2 **” Qnmn 


称 为 一 个 mxn 矩阵 , 记 为 A 或 Amx 1 或 (a5) mxn- 当 m=n 时 ,A 称 为 n 阶 方 阵 . 
空间 中 一 个 ( 行 ) 向 量 a= (a1,az,a3) 可 看 成 一 个 1X3 和 矩阵 A= (at,az,a3). 一 个 列 向 量 
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21 
b> 
b3 


可 看 成 一 个 3x1 和 矩阵 . 


由 方 阵 A 的 元 素 ( 位 置 不 变 ) 所 构成 的 行列 式 记 为 detA 或 1A1, 称 为 A 的 行列 式 .元 素 全 
为 零 的 mx n 和 矩阵 称 为 零 矩 阵 , 记 为 0,,x ,或 0. 

如 果 一 个 n 阶 方 阵 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 全 为 0, 称 为 n 阶 单位 矩阵 , 记 作 EE, 
或 E, 即 


1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
E= . > 
0 0 0 :… 0 1 
主 对 角 线 以 外 的 元 素 全 为 0 的 n 阶 方 阵 叫做 对 角 矩 阵 , 即 
Qtit 0 0 
人 0 人 0 
0 0 … an 


定义 2.2 两 个 m Xn 和 矩阵 A=(as) 和 B= (6bs), 如 果 它 们 的 对 应 元 相 等 , 即 oz = bs 
(i 三 1,2,…,m3j 二 1,2,…,n), 则 称 它们 是 相等 的 矩阵 , 记 作 A=B. 

定义 2.3 把 mxXn 和 矩阵 A = (as) 的 行 与 列 互 换 得 到 的 n Xx m 矩阵 称 为 A 的 转 置 矩阵 , 记 
为 AT, 即 


Qll Qt2 *” Qln Cil CQ2 “**” Qhml 
人 
GQml Gm2 ”Cam dln G2n “*” Um 
显然 ,(AT) =A. 
定义 2.4 ”如果 n 阶 方 阵 A= (az ) 满 足 
Qi 二 QH， i,j=1,2,.…,n, 
即 AT= A, 则 称 A 为 对 称 和 矩阵 . 
2.2 矩阵 的 运算 


下 面 介绍 矩阵 的 运算 ,并 不 加 证 明 列 出 其 运算 规律 . 为 便于 初学 者 理解 ,不妨 对 和 矩阵 作 如 下 
限制 :要 求 它 的 行 数 与 列 数 都 不 超过 4. 希望 读者 在 学 习 中 找 一 些 简单 例子 验证 和 矩阵 运算 性 质 . 
定义 2.5 两 个 mxn 矩阵 A=(a5) 与 B=( 刀 ) 的 和 A+B 定 义 为 
A+B = (ai + bs)mnxn: 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 加 法 . 
和 矩阵 ( - a5 ) 称 为 矩阵 A = (oz) 的 负 和 矩阵 , 记 作 - A. 
设 A,B 为 mxXn 和 矩阵 ,矩阵 A 与 B 的 差 A 一 B 定义 为 


A-B=A+(-8B). 
这 种 运算 称 为 矩阵 的 减法 , 它 是 加 法 的 逆 运 算 . 
和 矩阵 的 加 法 满足 下 列 运 算 规律 : 设 A,B,C 都 是 mx 和 矩阵 , 则 
(1)A+B=B+A; (2) (A+B)+C=A+(B+C); 
(3) A+0=A; (4) A+(—-A)=0; 
(5) (A+B)'=AT+BI. 
定义 2.6 数 4 与 矩阵 A = (ay)。x* 的 腰 积 MA 定义 为 


aA = (Mei ) mxn: 
(1)1-:A=A; (2) A(pA)= (0)A; 
(3) A+py)A=AA+ LA; (4) A(A+B)=AA+ 2B; 


(5) (24)T= XAT. 


为 引进 和 撼 阵 的 乘法 运算 ,我 们 先 看 下 面 的 问题 . 设 zi, zz,zs 和 y1,y2,y3 是 两 组 变量 ,它们 


之 间 有 如 下 的 关系 ; 


TX1 = QUY 十 Q1232 + Q1333， 
| = Q2131 + Q22y2 + Q2333， 
7Z3 = Q3131 十 Q3232 十 Q3333- 
又 设 z1,z2 是 第 三 组 变量 ,它们 与 y1 ,yz,y3 之 间 有 关系 : 
31 = buiz1 + bi2z2, 
|。 = baiz1 + 022z2， 
33 = balz1 + b3222. 
由 (2.1) 式 ,(2.2) 式 可 得 出 zl,zz,zs 与 zl,zz 有 下 列 关 系 : 
zl = (aubu + a12b2 + a1ba) zl 二 《alipi2 + Qt2022 十 Cl13032) z2， 
| = (azbn + az22b2i 十 023031) xl 十 (a21012 + Q22022 + Q23632) z2， 
Z3 = (aabu + a32b2 + Q33031) zt + (aabi2 + Q32822 + a33b32)z2. 
我 们 用 
Xl1 = CllzZ1 十 C12Z2， 
|- = C21Z1 + C22Z2， 
X3 = C312Z1 + C3222 
来 表示 X12,T3 与 之 1， 之 2 的 关系 ,比较 (2.3) 式 (2.4) 式 ,有 


3 


cy = Darby, i=1,2,3, j= 1,2. 


k=1 


如 果 用 算 阵 


all aliz al3 bl bli2 
A=(aj)= |a az awz|, B= (6)= |ba bw 
C31 Q32 433 b31 b32 


(2.1) 


(2.2) 


(2.3) 


(2.4) 


(2.5) 


分 别 表示 变量 zl ,zz,z3 与 yi;y2;Y3 以 及 yy 与 z1,z2 之 间 的 关系 ,那么 表示 x1 ,x2, 工 3 
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与 zl, zz 之 间 关 系 的 矩阵 
Cilt C12 


C= (ci) 一 


C21 C22 


C31 “32 
就 由 (2.5) 式 决定 .和 矩阵 C 称 为 矩阵 A 与 B 的 乘积 , 记 为 C= AB. 

定义 2.7 一 个 Xn 矩阵 A= (ay) 与 一 个 zx 访 矩 阵 吕 = (bx) 的 乘积 是 一 个 m Xp 矩阵 
C= (ca), 记 为 C= AB. 和 矩阵 C 的 第 i 行 第 k 列 的 元 素 等 于 矩阵 A 的 第 ; 行 的 ” 个 元 素 与 矩阵 
B 的 第 列 的 对 应 ”个 元 素 的 乘积 之 和 , 即 


‘a = Pyar i = 1,2,…,m; k= 1,2,…,p. 
当 两 个 矩阵 相 乘 时 ， 第 一 个 矩阵 的 列 数 必须 等 于 第 二 个 失 阵 的 行 数 ， 例如 


1 3 2 19 
2 4 

0 6 = |0 301. 
0 5 

7 0 14 28 


矩阵 的 乘法 适合 下 列 的 运算 规律 :对 于 任意 矩阵 A,B,C( 要 求 它们 能 做 下 列 运算 ) 以 及 任 
意 数 A, 有 

(1) (AB)C= A(BC); 

(2) A(B+C)=AB+AC， (B+C)A= BA+CA; 

(3) (24)B=4(A4B)= A(7B); 

(4) AnxnEn = Anxn, EnAmnxn= Amxn. 
特别 ,对 任意 n 阶 方 阵 A, 有 EA = AE=A; 

(5) (AB)T= BTA'; 

(6) 车 A,B 为 n 阶 方 阵 , 则 

det( AB) = detA : detB， 

但 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 . 


例如 , 设 
全 ( 下 本 


EY 0 0 | | 
( -A 3 中 可 o)= (， 0) 

这 个 例子 还 说 明 :A 天 0,B 尖 0, 但 有 可 能 AB =0. 因 此 ,从 AB=0,A 关 0 不 能 推出 B=0. 进 而 从 
AB= AC,A 关 0 也 不 能 推出 B= C. 

定义 2.8 设 A=(a;)mnxa: 把 每 个 ai 均 换 成 它 的 共 思 复数 a ,这 样 得 到 的 矩阵 (az)wxn 
叫做 A 的 共 斩 矩阵, 记 为 A. 

当 A 的 元 素 都 是 实数 时 ,A 叫做 实 矩阵 ,自然 有 A=A. 

显然 ,我 们 有 下 列 诸 等 式 : 

(1) A+1B=AA+pB; 


则 
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(2) AB=AB; 
(3) (A)T= (AT); 
(4) 车 A 为 n 阶 方 阵 , 则 det A =detA. 


2.3 矩阵 的 分 块 
设 


并 令 


则 可 将 A 写成 下 列 形式 


a) 
A= 
Ox SFEi 


像 这 样 把 一 个 矩阵 看 成 是 由 若干 个 小 矩阵 组 成 , 称 为 矩阵 的 分 块 . 它 使 得 矩阵 的 运算 可 以 通过 
小 矩阵 来 进行 ,从 而 简化 矩阵 的 计算 和 证 明 . 例 如 ,再 设 


(。 0 3 
B= 
0 1 3 


:人 


B = (E, Bb). 


窟 


则 


直接 用 和 矩阵 乘法 定义 得 
Po ( 0 7 )- 
0 1 17 
如 果 把 小 矩阵 当 作 “ 数 "来 看 待 ,运用 矩阵 乘法 ,得 
下 2 a 1 0 7 

Ors a VE ( 1 全 | 
这 与 上 述 结果 一 致 . 它 说 明 计 算 BA ,可 以 先 把 矩阵 A 与 B 分 块 ,再 把 小 矩阵 当 作 “ 数 "看 待 采用 
矩阵 乘法 法 则 进行 运算 ,我 们 称 它 为 矩阵 的 分 块 枢 法 ,当然 ,为 保证 分 块 乘法 能 够 进行 ,要 求 左 
边 的 矩阵 的 列 的 分 法 与 右边 的 矩阵 的 行 的 分 法 一 致 , 即 : 左 矩 阵 的 列 组 数 应 等 于 右 矩 阵 的 行 组 
数 ,并 且 左 矩阵 的 每 个 列 组 所 含 列 数 应 等 于 右 矩 阵 的 相应 行 组 所 含 行 数 . 

例如 , 设 A 为 m xn 矩阵,B 为 n xp 矩阵 ,将 A 的 m 行 依次 记 为 A1,A2,…,An,B 的 p 
列 依次 记 为 Bi ,B:,…,B,. 利 用 矩阵 的 分 块 乘法 ,有 

AB=A.:- (B,,B,,…,B,) 一 (AB1, AB;,…, AB,), 


BA = (E, | 


又 有 
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Ai Ai1B 

AB = 2 总 三 "a 

: An AnB 

类 似 地 ,可 讨论 矩阵 的 分 块 加 法 ,分 块 数 乘 和 分 块 转 置 . 


2.4 矩阵 的 秩 


定义 2.9 在 mxn 和 矩阵 A 中 任 取 & 行 和 k 列 (k 志 m,k 志 nn), 位 于 这 些 选 定 的 行列 交叉 处 
的 元 素 按 原来 行列 的 次 序 组 成 的 & 阶 行列 式 , 称 为 矩阵 A 的 一 个 & 阶 子 式 . 

定义 2.10 如 果 思 xz 和 矩阵 A 中 有 一 个 r 阶 子 式 不 为 零 ,而 所 有 的 r +1 阶 子 式 全 为 零 ， 
那么 称 A 的 秩 为 7 , 记 为 r(A)=r. 

例如 ,矩阵 


的 秩 r(A)=2, 因 A 的 2 阶 子 式 


而 A 的 所 有 3 阶 子 式 全 为 0. 
由 和 矩阵 的 秩 的 定义 知 ,r(A)<min{ m,n. 


2.5 和 扼 阵 的 逆 


定义 2.11 对 于 ” 阶 方 阵 A ,如 果 存 在 ” 阶 方 阵 也 ,使 得 
AB = BA = E, 
则 称 A 是 可 逆 矩 阵 ,日 是 A 的 逆 矩 阵 ,用 A-! 表 示 , 即 B= A-!. 于 是 
AA4A- = A-iA=E. 
由 定义 易 知 : 
(1) (AD = A; (2) (AT1)T=(AD!; 
(3) 若 A,B 可 道 , 则 AB 也 可 道 , 且 (AB)"!=B 1A- 1. 
定理 2.1 设 和 A 为 n 阶 方 阵 , 则 A 可 首 当 且 仅 当 detA 去 0. 


2.6 正 交 和 矩阵 
定义 2.12 车 ” 阶 实 和 矩阵 A= (ai ) 满 足 
AAT=E 
或 
AT = A-™!, 


则 称 A 是 正 交 和 矩阵 . 
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例如 
pz 
人 | 
~ sing oosb 凡 上 
2 
0 0 1 
都 是 正 交 和 矩阵 . 


从 正 交 和 矩阵 的 定义 容易 推出 ;A 为 正 交 和 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 

二 

0，i 关 j. 

换 句 话说 ,A 为 正 交 矩阵 的 充 要 条 件 是 :A 的 每 一 行 各 元 案 的 平方 和 等 于 1, 每 两 行 对 应 元 素 的 


生 积 之 和 等 于 0; 或 者 等 价 地 ,A 的 每 一 列 元 索 的 平方 和 等 于 1, 每 两 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 等 
于 0. 


显然 , 正 交 和 矩阵 A 必 为 可 逆 和 矩阵 ,并 且 141=1 或 一 1 


Qil10i1 十 Qi2012 + °° + QinQjn = | 


3 线性 方程 组 
首先 考虑 求解 下 面 的 三 元 线性 方程 组 
allZl + Ql2Z2 + Q137Z3 = 01， 
a217Z1 + Q227Z2 + Q237Z3 = 02， (3.1) 
Q3liZ1 十 Q32Z2 + Q3323 = b3, 


然后 再 推广 到 一 般 情 形 . 令 


A= a21 Q22 Q23 bo2 


Qll 412 413 
Q21 422 | ， B= 
a3l 432 Qa33 a3a 432 Qa33 03 | 
A 与 B 分 别 叫做 方程 组 (3.1) 的 系数 答 阵 与 增 广 甜 阵 . 易 见 1<<r(A) 人 r(B) 二 3. 下 面 讨论 方程 
组 (3.1) 的 解 . 

将 方程 组 (3.1) 的 系数 行列 式 |A | 的 第 1 列 元 素 相 应 的 代数 余子 式 Ali,Azi, Aa 分 别 乘 方 
程 组 (3.1) 的 三 个 方程 ,然后 相 加 ,得 

(auAut+aaAat+aaAa)rzit (avAu t+ azAat+awAn)r2 + (aA 

+azsAn+a3Aa)z3= b1Ani+ 6b2An + 653A31, 由 1.2 节 中 行列 式 性 质 7 和 8 得 


Ql Ql12 413 


QH Cl2 al3 bi 
9 


01 al2 a 


a21 Q22 423| zl = |2 22 423|. 

Q31 Q32 433 b3 a3 a33 
同 理 , 得 

al al2 43| | all b1 al13 

a21 Qa2 Q23| xz2= |a2 b2 az3|， 

a3l Q32 4a33 a 6b3 a33 
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al Ci2 Qi13 al Qt2 bi 
a24 CQ22 Q23|xz3= |az a22 22|. 
a3l Q32 a33 a3l Q32 03 
记 D=1A|, 
bl ali2 ayw a bi a ai at2 bi 
Di=|12 az al|，Dz= |a b2 asl|，Dai= |az a2 pz|， 
b3 a3 433 a3l b3 a33 a3a b32 b3 
则 有 


Dzi 一 Di, Dx» 一 D,, Dx3s = D;. 
下 面 就 -(A) 与 -(B) 的 各 种 情况 讨论 如 下 . 
(1) r(A)=r(B). 下 分 三 种 情形 : 
@ r(A)=r(8)=3, 这 时 D 关 0, 方 程 组 (3.1) 有 惟一 解 
站， z= 学， z= (3.2) 
@ r(A)=r(8)=2, 这 时 和 矩阵 A 和 B 的 任何 3 阶 子 式 都 为 0, 特 别 D=0. 因 为 r-(A)=2， 
不 失 一 般 性 , 设 


Xl 二 


Q21 422 
类 似 于 例 1.2 那样 ,将 方程 组 (3.1) 中 的 前 两 个 方程 改写 为 


QliX1 + a12x2 = bi1 ~ Ql3Z3， 


C21Z1 + CQ227Z2 = b2 一 Q23 工 3。 


2 一 Q13 a Ci bi1— ant 


b2 一 a23t a CQ21 b2 — ayt 


Ql 412 Qlt QQ12 


Q21 422 CQ21 422 
其 中 z 为 参数 .下 面 验证 上 述 解 也 满足 第 三 个 方程 a31x1 + aazzz + ca33Z3= b3. 
用 43,423 ,433 分 别 乘 方程 组 (3.1) 中 的 三 个 多 项 式 , 然 后 相 加 得 
Aia (allzt + al27Z2 + QHZ3 一 01) + A2z3(a2lZl + Q2272 + Q2373 一 b2) 
+ A3a(a3lzl + a32Z2 + CQ33Z3 一 b3) 
三 (all4i3 + az1A23 + asl433)Z1 + (al2413 + a22A23 + a32433)72 十 
(alis4t + azAz + a33A33)z3 — (DA + b2Azs + 03A33). 
再 一 次 利用 1.2 中 性 质 7 和 8 以 及 r(A)=r(B)=2, 得 
alAls + aaA2z3 + al433 = 0, ai2Al + a22A23 + as243 = 0， 
al3Al3 + a23A23 + a33A3a = D=0, biAnt+ b423 + 0343 = 也 3 = 0. 
所 以 


Ala(atzi + awz2 + al3z3 — b1) + A2z3(aztzi 十 Q227Z2 十 Q2373 ~ b2) 十 
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A3(a3alizl + Q322 十 CQ3373 一 b3) = 0. 

而 A33 天 0 ,因此 当 zi, zz ,xs 满足 方程 组 (3.1) 中 第 一 与 第 二 个 方程 时 , 必 满 足 第 三 个 方程 . 
于 是 , 当 x(A)=r(B)=2, 方 程 组 (3.1) 有 无 穷 多 组 解 , 解 的 表达 形式 如 (3.3) 式 所 示 . 
@r(4A)=r(B)=1i, 这 时 和 矩阵 A 和 B 的 所 有 2 阶 子 式 都 为 0, 方程 组 (3.1) 的 三 个 方程 的 

系数 两 两 成 比例 ,因此 三 个 方程 实质 上 是 一 个 方程 .因为 >(A)=1,A 的 元 率 不 全 为 零 ,不 妨 设 

all 闫 0, 我们 解 得 


1 
zl = 一 (pb 一 al2Zz2 ~ a1373), 
Cll 


或 写 为 
zl 二 pt ~ ai2uU~al3vV), ZX2=U, ZX3= v, 

其 中 w ,wv 为 参数 , 它 是 方程 组 (3.1) 的 解 集 .由 于 x ,vw 可 取 任 意 实数 ,因此 方程 组 (3.1) 有 无 穷 
多 组 解 . 

(2) r(A)<r(B), 下 分 两 种 情形 : 

Or(A)=2,r(8)=3. 这 时 DD=0, 而 Di,D,,D; 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 所 以 方程 组 (3.1) 
无 解 . 

@ r(4A)=1,r(B)=2. 这 时 矩阵 A 的 所 有 2 阶 子 式 都 为 零 ,因此 方程 组 (3.1) 中 的 三 个 方 
程 的 一 次 项 系数 两 两 成 比例 .但 是 x-(B) =2, 所 以 在 和 矩阵 B 中 ,至 少 有 一 个 2 阶 子 式 不 为 零 ,不 
妨 设 


从 而 有 


这 说 明 方 程 组 (3.1) 的 第 一 与 第 二 两 个 方程 为 矛盾 方程 ,因此 方程 组 (3.1) 无 解 . 
综合 以 上 讨论 ,得 到 
定理 3.1 (1) 线性 方程 组 (3.1) 有 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 和 矩阵 和 增 广 和 矩阵 的 秩 相 等 , 即 
r(A)=r(B);(2) 当 r(A)=7r(B8)=3 时 ,方程 组 (3.1) 有 惟一 解 ;(3) 当 r(A)=”(B)<3 时 ， 
线性 方程 组 (3.1) 有 无 穷 多 个 解 . 
现在 考虑 一 般 情 形 . 设 线性 方程 组 为 
ai 十 al2Z2 十 十 Qirzn 三 Di， 
Q21Z1 十 CQ2272 十 …… 十 Q2nZzn = 02， (3.4) 


GQml Gm2 “” Crm Gml QQm2 * Gmn bm 
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A, 昌 分 别称 为 方程 组 (3.4) 的 系数 矩阵 与 增 广 和 矩阵 . 如果 常数 项 b; =0,i=1,2,…,m, 则 方程 
组 称 为 齐 次 线性 方程 组 . 齐 次 线性 方程 组 有 零 解 zi = zz =…= zx, =0. 不 全 为 零 的 解 称 为 非 
等 解 . 

定理 3.2 (1) 线性 方程 组 (3.4) 有 解 的 充 要 条 件 是 ~(4) = r(B);(2) 当 r(4A)=> 
(B)= nz 时 ,方程 组 (3.4) 有 惟一 解 ;(3) 当 r(A)=r(B)<n 时 ,方程 组 (3.4) 的 解 有 无 穷 多 个 . 

特别 , 当 m =n 时 ,有 下 列 定理 . 

定理 3.3 (1) 若 r(A)=n( 即 det4 天 0), 则 线性 方程 组 (3.4) 有 惟一 解 ; 

(2) 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 detA =0. 
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